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Ââåäåíèå

Â äàííîé ñòàòüå ìû ðàññìàòðèâàåì íåêîòîðûå ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ èçëîæåíèåì â
ëåêöèîííîì êóðñå âîïðîñîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçëîæåíèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé â ðÿäû
Òåéëîðà. Ïî òðàäèöèè îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò ðàçëîæåíèÿ ýêñïîíåíòû, êîñèíóñà, ñèíóñà,
à òàêæå ëîãàðèôìà è ñòåïåííîé ôóíêöèè. Ïðè ýòîì ïåðâûå òðè èç íàçâàííûõ ôóíêöèé
îñîáûõ òðóäíîñòåé íå âûçûâàþò, à âîò ïîäðîáíîå ðàññìîòðåíèå ëîãàðèôìà è ñòåïåííîé
ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé. Ïðè÷èíà ýòîãî ñâÿçàíà íå òîëüêî ñ íåõâàòêîé âðåìåíè
(÷òî ñîçäàåò ïðîáëåìû ïðè èçëîæåíèè ëþáîé òåìû); äåëî åùå è â òîì, ÷òî â íà÷àëüíîì
êóðñå àíàëèçà íå ïðåäóñìîòðåíî ðàññìîòðåíèå çàïèñè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ôîðìóëû Òåéëîðà
â ôîðìå Êîøè. Â òî æå âðåìÿ èìåííî òàêàÿ ôîðìà çàïèñè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà èñïîëüçóåòñÿ
ïðè ïîëó÷åíèè ðàçëîæåíèé ôóíêöèé y = ln(1 + x) è y = (1 + x)α òðàäèöèîííûì ìåòîäîì;
ñì., íàïðèìåð, [1, 2, 3]. Ìîæíî, êîíå÷íî, ïðèâåñòè óïîìÿíóòûå ðàçëîæåíèÿ áåç äîêàçà-
òåëüñòâà, íî ýòî âðÿä ëè ÿâëÿåòñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíûì ñïîñîáîì ïðåîäîëåíèÿ óêàçàííîé
òðóäíîñòè.
Äàëåå ìû ïðåäëàãàåì ñïîñîá èçëîæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé òåìû, êîòîðûé íå ïîòðåáóåò

îò ëåêòîðà äîïîëíèòåëüíîãî âðåìåíè è ïîçâîëèò áåç îñîáûõ õëîïîò ïîëó÷èòü âñå óêàçàííûå
âûøå ðàçëîæåíèÿ áåç ññûëîê íà òåîðåìó î ôîðìóëå Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì. Äåëî
â òîì, ÷òî ðàçëîæåíèå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé â ðÿäû Òåéëîðà ðàññìàòðèâàåòñÿ íà âòîðîì
êóðñå, êîãäà ñòóäåíòû óæå çíàþò ñâîéñòâà ñòåïåííûõ ðÿäîâ è çíàêîìû ñ òåîðåìîé ñóùåñòâî-
âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè èç òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èìåííî
ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì ìû è âîñïîëüçóåìñÿ.

1. Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó Òåéëîðà n-ãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèè f(x):

f(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + . . . +

f (n)(a)

n!
(x− a)n + Rn(x). (1)
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Â ýòîé ôîðìóëå ìíîãî÷ëåí

Pn(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + . . . +

fn(a)

n!
(x− a)n (2)

íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà ïîðÿäêà n ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x = a, à Rn(x) | îñòà-
òî÷íûì ÷ëåíîì ôîðìóëû Òåéëîðà. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà Òåéëîðà èìååò âèä:

f(x) = Pn(x) + Rn(x). (3)

Ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà äàåò íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèå ê ôóíêöèè f(x) â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = a,
ò.å. f(x) ≈ Pn(x). Îñòàòî÷íûé ÷ëåí Rn(x) = f(x) − Pn(x) äàåò ïîãðåøíîñòü ïîñëåäíåãî
ïðèáëèæåííîãî ðàâåíñòâà; î âåëè÷èíå ýòîé ïîãðåøíîñòè àïðèîðè íè÷åãî íå èçâåñòíî.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè îá îñòàòî÷íîì ÷ëåíå è åãî êîëè÷åñòâåííîé îöåíêå ïðè êîí-

êðåòíûõ çíà÷åíèÿõ x è a ðàññìîòðèì ôîðìóëó Òåéëîðà ñ ðàçëè÷íûìè ôîðìàìè çàïèñè
îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà è ðàçëè÷íûìè èõ äîêàçàòåëüñòâàìè.
Òåîðåìà 1. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è n ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà

îòðåçêå ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè a è x, à âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ýòîãî îòðåçêà ó íåå ñóùåñòâóåò
ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà n+1, òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèèϕ(x), íåïðåðûâíîé íà óïîìÿíóòîì îòðåçêå
è èìåþùåé îòëè÷íóþ îò íóëÿ ïðîèçâîäíóþ âíóòðè ýòîãî îòðåçêà, íàéäåòñÿ òî÷êà x = c,
ëåæàùàÿ ìåæäó a è x, òàêàÿ, ÷òî äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà Rn(x) ôîðìóëû Òåéëîðà ôóíêöèè
f(x) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Rn(x) =
ϕ(x)− ϕ(a)

ϕ′(c)
· f (n+1)(c)

n!
(x− c)n. (4)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íà îòðåçêå I ñ êîíöàìè â òî÷êàõ a è x ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëü-
íóþ ôóíêöèþ

F (t) = f(x)−
(

f(t) +
f ′(t)

1!
(x− t) +

f ′′(t)

2!
(x− t)2 + . . . +

f (n)(t)

n!
(x− t)n

)
. (5)

Èç îïðåäåëåíèÿ F (t) è óñëîâèé òåîðåìû âèäíî, ÷òî F (t) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå I êàê
àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé è äèôôåðåíöèðóåìà âíóòðè ýòîãî îòðåçêà,
ïðè÷åì

F ′(t) = −
(

f ′(t)− f ′(t) +
f ′′(t)

1!
(x− t)− f ′′(t)

1!
(x− t) +

+
f ′′′(t)

2!
(x− t)2 − . . . +

f (n+1)(t)

n!
(x− t)n

)
= −f (n+1)(t)

n!
(x− t)n.

Ôóíêöèè F (t) è ϕ(t) íà îòðåçêå óäîâëåòâîðÿþò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû Êîøè [4, ñ. 117,
òåîðåìà 5.4]. Ê ýòèì ôóíêöèÿì ïðèìåíèì óïîìÿíóòóþ òåîðåìó è íàéäåì òî÷êó c, ëåæàùóþ
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ìåæäó a è x, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

F (x)− F (a)

ϕ(x)− ϕ(a)
=

F ′(c)

ϕ′(c)
.

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíþþ ôîðìóëó ïîëó÷åííîå âûøå âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè
F (t) ïðè t = c è èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî F (x) − F (a) = −Rn(x), âûòåêàþùåå èç (3) è (5),
ïîëó÷èì ôîðìóëó (4). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Åñëè òåïåðü âìåñòî ϕ(t) ïîäñòàâëÿòü â (4) ëþáûå óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåîðåìû 1
ôóíêöèè, òî ìû áóäåì ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå ôîðìû çàïèñè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíàRn(x) ôîðìóëû
Òåéëîðà.
Ïóñòü ϕ(t) = (x − t)p, p > 0. Äàííàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå I , ïðè÷åì ïðîèç-

âîäíàÿ ϕ′(t) = −p(x− t)p−1 ñóùåñòâóåò è îòëè÷íà îò íóëÿ âíóòðè ýòîãî îòðåçêà. Èç ôîðìóëû
(4) ïîëó÷àåì

Rn(x) =
−(x− a)p

−p(x− c)p−1
· f (n+1)(c)

n!
(x− c)n =

f (n+1)(c)

p n!
(x− c)n+1−p(x− a)p. (6)

Ïîñêîëüêó òî÷êà c íàõîäèòñÿ ìåæäó òî÷êàìè a è x, òî с = a + ϑ(x− a) ïðè íåêîòîðîì ϑ,
0 < ϑ < 1, à x− c = x− a− ϑ(x− a) = (1− ϑ)(x− a). Îòñþäà è èç ôîðìóëû (6) ïîëó÷àåì
çàïèñü îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â îáùåé ôîðìå

Rn(x) =
f (n+1)(a + ϑ(x− a))

p n!
(1− ϑ)n+1−p(x− a)n+1, 0 < ϑ < 1. (7)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðè p = n + 1 èç (7) ïîëó÷àåì îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà:

Rn(x) =
f (n+1)(a + ϑ(x− a))

(n + 1)!
(x− a)n+1, 0 < ϑ < 1. (8)

Ïðè p = 1 ïîëó÷àåì çàïèñü îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â ôîðìå Êîøè:

Rn(x) =
f (n+1)(a + ϑ(x− a))

n!
(1− ϑ)n(x− a)n+1, 0 < ϑ < 1. (9)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çíà÷åíèÿ ϑ â ôîðìóëàõ (7){(9), âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íû äëÿ îäíîé
è òîé æå ôóíêöèè f(x) äàæå ïðè ôèêñèðîâàííûõ òî÷êàõ a è x, òàê êàê ýòè çíà÷åíèÿ ìîãóò
çàâèñåòü îò p. Íà óñòíîì ýêçàìåíå èíîãäà ìîæíî óñëûøàòü îò ñòóäåíòîâ, ÷òî âûðàæåíèå
ϑ(x − a), ôèãóðèðóþùåå â ôîðìóëàõ (7){(9), åñòü çíà÷åíèå ôóíêöèè ϑ â òî÷êå x − a, ò.å.
ϑ(x − a) = ϑ(t)

∣∣
t=x−a

. Ïîýòîìó, áûòü ìîæåò, ëåêòîðó áóäåò íåëèøíå ðàçúÿñíèòü, ÷òî æå íà
ñàìîì äåëå îçíà÷àåò äàííîå âûðàæåíèå.
Äðóãîé, áîëåå åñòåñòâåííûé ïóòü ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè îá îñòàòî÷íîì ÷ëåíå äàåò

èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå. Íî ïðè ýòîì íàäî ïðèâëåêàòü èíôîðìàöèþ, âûõîäÿùóþ çà
ðàìêè ïðîãðàììû, ÷òî íåäîïóñòèìî èç-çà íåõâàòêè âðåìåíè. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ òåîðåìó.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîä-
íûìè (n + 1)-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Òîãäà îñòàòî÷íûé
÷ëåíRn(x) åå ôîðìóëûÒåéëîðà (3) ïðè ëþáîì x èç óïîìÿíóòîé îêðåñòíîñòè ìîæíî çàïèñàòü
â ñëåäóþùèõ òðåõ âèäàõ:

Rn(x) =
1

n!

x∫
a

(x− t)nf (n+1)(t)dt, (10)

Rn(x) =
f (n+1)(a + ϑ(x− a))

(n + 1)!
(x− a)n+1, 0 < ϑ < 1, (11)

Rn(x) =
f (n+1)(a + ϑ(x− a))

n!
(1− ϑ)n(x− a)n+1, 0 < ϑ < 1. (12)

Ôîðìóëà (10) íàçûâàåòñÿ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì ôîðìóëû Òåéëîðà â èíòåãðàëüíîé ôîðìå,
ôîðìóëà (11) | â ôîðìå Ëàãðàíæà, à (12) | â ôîðìå Êîøè (ïîñëåäíèå äâå ôîðìû çàïèñè
îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ìû óæå ðàññìàòðèâàëè âûøå).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû 2. Çàïèøåì ñíà÷àëà ðàâåíñòâî, âûòåêàþùåå èç ôîðìóëû
Íüþòîíà | Ëåéáíèöà:

f(x) = f(a) +

x∫
a

f ′(t) dt = f(a)−
x∫

a

f ′(t) d(x− t).

Ïðèìåíèâ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì îòñþäà

f(x) = f(a)+ (−f ′(t)(x− t))
∣∣∣x
a
+

x∫
a

f ′′(t)(x− t) dt = f(a)+ f ′(a)(x− a)+

x∫
a

f ′′(t)(x− t) dt.

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãîm 6 n óæå äîêàçàíî, ÷òî

f(x) =
m−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k +

1

(m− 1)!

x∫
a

f (m)(t)(x− t)m−1 dt. (13)

Ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì ïîñëåäíèé ÷ëåí åùå ðàç:

1

(m− 1)!

x∫
a

f (m)(t)(x− t)m−1 dt = − 1

m!

x∫
a

f (m)(t) d(x− t)m =

= −f (m)(t)(x− t)m

m!

∣∣∣∣x
a

+
1

m!

x∫
a

f (m+1)(t)(x− t)m dt =

=
f (m)(a)(x− a)m

m!
+

1

m!

x∫
a

f (m+1)(t)(x− t)m dt,

http://www.ainjournal.ru/doc/866453.html 4

http://www.ainjournal.ru/doc/866453.html


ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â (13):

f(x) =
m∑

k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k +

1

m!

x∫
a

f (m+1)(t)(x− t)m dt.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëàñü ôîðìóëà (13), â êîòîðîé m çàìåíåíî íà m + 1. Òàêèì îáðàçîì,
ôîðìóëà (13) äîêàçàíà ìåòîäîì èíäóêöèè äëÿ âñåõm 6 n+1. Ïðèm = n+1 åå îñòàòî÷íûé
÷ëåí èìååò âèä (10).
Ïðèìåíèì òåïåðü îáîáùåííóþ òåîðåìó î ñðåäíåì çíà÷åíèè ê èíòåãðàëó (10), âûíîñÿ çà

çíàê èíòåãðàëà ñðåäíåå çíà÷åíèå (n + 1)-é ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x):

Rn(x) =
1

n!

x∫
a

(x− t)nf (n+1)(t) dt =
f (n+1)(c)

n!

x∫
a

(x− t)n dt =

=
f (n+1)(c)

n!

(
−(x− t)n+1

n + 1

)∣∣∣∣x
a

=
f (n+1)(c)

(n + 1)!
(x− a)n+1 =

f (n+1)(a + ϑ(x− a))

(n + 1)!
,

ãäå 0 < ϑ < 1. Ôîðìóëà (11) äîêàçàíà.
Ïðèìåíèâ èíòåãðàëüíóþ òåîðåìó î ñðåäíåì ê èíòåãðàëó (10), âûíîñÿ çà çíàê èíòåãðàëà

ñðåäíåå çíà÷åíèå âñåé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, ïîëó÷èì

Rn(x) =
1

n!

x∫
a

(x− t)nf (n+1)(t) dt =
f (n+1)(c)

n!
(x− c)n(x− a), (14)

ãäå c ëåæèò íà èíòåðâàëå ñ êîíöàìè a è x, ò.å.

c = a + ϑ(x− a) è x− c = x− a− ϑ(x− a) = (x− a)(1− ϑ), 0 < ϑ < 1.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â (14), ïîëó÷àåì ôîðìóëó (12). Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Çàïèøåì îñòàòî÷íûé ÷ëåí ôîðìóëû Òåéëîðà Rn(x) â âèäå

1

n!

x∫
a

(
f (n+1)(t)(x− t)n+1−p

)
(x− t)p−1 dt, p > 0. (15)

Ïðèìåíèì îáîáùåííóþ èíòåãðàëüíóþ òåîðåìó î ñðåäíåì çíà÷åíèè ê èíòåãðàëó (15), âûíîñÿ
çà çíàê èíòåãðàëà ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f (n+1)(с)(x− с)n+1−p:

Rn(x) =
f (n+1)(c)

p n!
(x− c)n+1−p

x∫
a

(x− t)p−1 dt =
f (n+1)(c)

p n!
(x− c)n+1−p(x− a)p.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè c = a + ϑ(x− a), 0 < ϑ < 1, ïîëó÷èì îñòàòî÷íûé ÷ëåí â îáùåé ôîðìå,
ò.å. (7).
Ðàññìîòðèì åùå îäíó ôîðìó çàïèñè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà. Ïðè ýòîì ìîæíî îñëàáèòü

îãðàíè÷åíèÿ, íàëîæåííûå íà ôóíêöèþ f(x). Èìåííî, ïîòðåáóåì, ÷òîáû ýòà ôóíêöèÿ èìåëà
ïðîèçâîäíûå äî (n − 1)-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî â îêðåñòíîñòè òî÷êè a è ïðîèçâîäíóþ
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ïîðÿäêà n â ñàìîé ýòîé òî÷êå. Òîãäà, ïðèìåíèâ n− 1 ðàç ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, ïîëó÷èì

lim
x→a

Rn(x)

(x− a)n
= lim

x→a

f(x)−
n∑

k=0

f (k)(a)
k!

(x− a)k

(x− a)n
=

= lim
x→a

f(x)−
n∑

k=1

f (k)(a)
(k−1)!

(x−a)k−1

n(x−a)n−1
= . . . =

1

n!
lim
x→a

(f (n−1)(x)−f (n−1)(a)

x−a
−f (n)(a)

)
= 0.

Ïîýòîìó Rn(x) = o((x− a)n) ïðè x → a, è ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k + o((x− a)n), x → a,

â êîòîðîé îñòàòî÷íûé ÷ëåí çàïèñàí â ôîðìå Ïåàíî.
Ôàêòè÷åñêè ïðè èçëîæåíèè äàííîé òåìû íà ëåêöèÿõ ïðèõîäèòñÿ îãðàíè÷èâàòüñÿ ðàñ-

ñìîòðåíèåì ëèøü ôîðì Ëàãðàíæà è Ïåàíî çàïèñè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ôîðìóëû Òåéëîðà.
Ýòî ïðèâîäèò, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ê îïðåäåëåííûì òðóäíîñòÿì ñ îáîñíîâàíèåì ôîðìóë
ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì x ëîãàðèôìè÷åñêîé è ñòåïåííîé ôóíêöèè.

2. Ðàçëîæåíèÿ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé

Åñëè ó ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x = a ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ, òî ñòåïåííîé
ðÿä

f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2!
(x− a)2 + . . . +

f (n)(a)

n!
+ . . . (16)

íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöèè f(x) â òî÷êå a. Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f(x) â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè x = a íåêîòîðûì ñõîäÿùèìñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì

f(x) =
∞∑

n=0

an(x− a)n, x ∈ (a− ε, a + ε), ε > 0,

íàçûâàåòñÿ å¸ ðàçëîæåíèåì â ñòåïåííîé ðÿä â îêðåñòíîñòè òî÷êè a èëè ðàçëîæåíèåì â ðÿä
ïî ñòåïåíÿì ðàçíîñòè x− a.
Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè äàííîé òî÷êè a ïðåäñòàâèìà ðÿäîì Òåéëîðà,

òî îí åäèíñòâåííûé. Íî ðÿä Òåéëîðà ïðîèçâîëüíîé áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîéôóíêöèè
ìîæåò áûòü ðàñõîäÿùèìñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè a, èëè, åñëè îí ñõîäèòñÿ, òî íå îáÿçàòåëüíî
ê ïîðîäèâøåé åãî ôóíêöèè. Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêèì óñëîâèÿì äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ðÿä
Òåéëîðà ôóíêöèè f(x), ÷òîáû îí ñõîäèëñÿ ê f(x) â îêðåñòíîñòè òî÷êè a?
Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ðàññìîòðèì ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè f(x) ñ îñòàòî÷íûì

÷ëåíîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç sn(x) ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè f(x):

sn(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2!
(x− a)2 + . . . +

f (n)(a)

n!
(x− a)n.
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Òîãäà ôîðìóëó (1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

f(x) = sn(x) + Rn(x). (17)

Èç ýòîé ôîðìóëû ïîëó÷àåì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà Òåéëîðà ê
ôóíêöèè f(x). Ñôîðìóëèðóåì ýòî óñëîâèå â âèäå òåîðåìû.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èìååò â îêðåñòíîñòè U(a) òî÷êè a ïðîèçâîäíûå âñåõ

ïîðÿäêîâ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû â óêàçàííîé îêðåñòíîñòè ýòà ôóíêöèÿ ðàçëàãàëàñü â ðÿä Òåéëîðà
ïî ñòåïåíÿì ðàçíîñòè x − a íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ U(a)

âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî lim
n→∞

Rn(x) = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î÷åâèäíî.
Ñôîðìóëèðóåì åùå îäíó òåîðåìó, â êîòîðîé äàåòñÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàçëîæèìîñòè

ôóíêöèè f(x) â ðÿä Òåéëîðà.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èìååò â îêðåñòíîñòè U(a) òî÷êè a ïðîèçâîäíûå âñåõ

ïîðÿäêîâ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû â îêðåñòíîñòè U(a) ýòà ôóíêöèÿ ðàçëàãàëàñü â ðÿä Òåéëîðà ïî
ñòåïåíÿì ðàçíîñòè x−a äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êàê ñàìà ôóíêöèÿ f(x), òàê è âñå åå ïðîèçâîäíûå
áûëè îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè â óêàçàííîé îêðåñòíîñòè.
Îãðàíè÷åííîñòü â ñîâîêóïíîñòè â äàííîì ñëó÷àå îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: ñóùåñòâóåò òàêîå

÷èñëîM , ÷òî íåðàâåíñòâî |f (n)(x)| 6 M âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ U(a) è äëÿ âñåõ
n = 0, 1, . . .

Òåïåðü íàéäåì ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ïóñòü
f(x) = ex. Ïîñêîëüêó f (n)(x) = ex, òî ïðè âñåõ x èç ëþáîé ôèêñèðîâàííîé δ-îêðåñòíîñòè
òî÷êè a = 0 è ïðè âñåõ n = 0, 1, . . . âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 0 < f (n)(x) < eδ. Ìû âèäèì,
÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 4 âûïîëíåíû. Ïîýòîìó, åñëè a− δ < x < a + δ, òî

ex = 1 + x +
x2

2!
+ . . . +

xn

n!
+ . . . =

∞∑
n=0

xn

n!
. (18)

Ïîñêîëüêó â êà÷åñòâå δ çäåñü ìîæíî âçÿòü ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî íà äåëå ðàâåíñòâî
(18) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî x ∈ R.
Ðàññìîòðèì òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè. Ïóñòü f(x) = sin x; èçâåñòíî, ÷òî

(sin x)(k) = sin
(
x +

kπ

2

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, |f (k)(x)| 6 1 äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x è äëÿ k = 0, 1, . . . , ò.å. ñàìà ôóíêöèÿ
è âñå åå ïðîèçâîäíûå îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè íà äåéñòâèòåëüíîé îñè. Òàê êàê

f (k)(0) =

{
0, k = 2n;

(−1)n, k = 2n + 1,

ìû ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ñèíóñ â ðÿä Òåéëîðà, ñïðàâåäëèâîå ïðè âñåõ äåéñòâèòåëü-
íûõ x:

sin x = x− x3

3!
+

x5

5!
− . . . + (−1)n x2n+1

(2n + 1)!
+ . . . =

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)!
.
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Â ñëó÷àå ôóíêöèè f(x) = cos x ðàññóæäàåì àíàëîãè÷íî. Êàê èçâåñòíî,

(cos x)(k) = cos
(
x +

kπ

2

)
,

ïîýòîìó

f (k)(0) =

{
(−1)n, k = 2n;

0, k = 2n + 1.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå äëÿ ôóíêöèè êîñèíóñ, òàêæå ñïðàâåäëèâîå ïðè âñåõ x:

cos x = 1− x2

2!
+

x4

4!
− . . . + (−1)n x2n

(2n)!
+ . . . =

∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)!
.

Ðàññìîòðèì ëîãàðèôìè÷åñêóþ ôóíêöèþ f(x) = ln(1 + x), x > −1. Â ýòîì ñëó÷àå

f (n)(x) =
(−1)n−1(n− 1)!

(1 + x)n
,

è â òî÷êå x = 0 èìååì f(0) = 0, f (n)(0) = (−1)n−1(n− 1)! Îòñþäà

ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− . . . + (−1)n−1xn

n
+ Rn(x).

Ïðè x ∈ [0, 1], çàïèñàâ îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà (11), ïîëó÷èì òàêóþ îöåíêó:

|Rn(x)| =
∣∣∣∣(−1)n xn+1

(n + 1)(1 + ϑx)n+1

∣∣∣∣ 6
∣∣∣ xn+1

n + 1

∣∣∣ 6
1

n + 1
. (19)

Ïîýòîìó lim
n→∞

Rn(x) = 0, è ïî òåîðåìå 3 ôóíêöèÿ f(x) = ln(1+x) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Òåéëîðà
ïî ñòåïåíÿì x íà îòðåçêå [0, 1]. Â ñëó÷àå x ∈ (−1, 0) ïðèìåíèì çàïèñü îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â
ôîðìå Êîøè:

|Rn(x)| =
∣∣∣∣(−1)n(1− ϑ)n

(1 + ϑx)n+1
|x|n+1

∣∣∣∣ 6
∣∣∣ 1− ϑ

1 + ϑx

∣∣∣ · 1

|1 + ϑx|
xn+1 <

|x|n+1

1− |x|
, (20)

òàê êàê ïðè 0 < ϑ < 1 è x ∈ (−1, 0) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

0 <
1− ϑ

1 + ϑx
=

1− ϑ

1− ϑ|x|
< 1 è

1

1 + ϑx
=

1

1− ϑ|x|
<

1

1− |x|
.

Ïîñêîëüêó |x| < 1, òî èç îöåíêè (20) îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ïîëó÷àåì

lim
n→∞

Rn(x) = 0, x ∈ (−1, 0).

Ñ ó÷åòîì âñåãî âûøåñêàçàííîãî èìååì òàêîå ðàçëîæåíèå:

ln(1 + x) = x− x2

2
+ . . . + (−1)n−1xn

n
+ . . . =

∞∑
n=1

(−1)n−1xn

n
,
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ñïðàâåäëèâîå ïðè −1 < x 6 1. Ðàññìîòðèì áîëåå ïðîñòîé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ïîñëåäíåãî
ðàçëîæåíèÿ. Ðàññìîòðèì èçâåñòíóþ èç øêîëüíîãî êóðñà ôîðìóëó äëÿ ñóììû <áåñêîíå÷íî
óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè>:

1

1 + x
= 1− x + x2 − . . . + (−1)nxn + . . .

Ïîñëåäíèé ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè |x| < 1 è äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ëþáîìó
îòðåçêó, öåëèêîì ëåæàùåìó âíóòðè èíòåðâàëà (−1, 1). Âûïîëíÿÿ òàêîå èíòåãðèðîâàíèå,
ïîëó÷àåì

ln(1 + x) =

x∫
0

dt

1 + t
= x− x2

2
+ . . . + (−1)n+1 xn+1

n + 1
+ . . . (21)

Èç ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî ïðè
|x| < 1. Íà äåëå, îäíàêî, îíî ñïðàâåäëèâî è ïðè x = 1. Ïðîùå âñåãî â ýòîì óáåäèòüñÿ
ñ ïîìîùüþ âòîðîé òåîðåìû Àáåëÿ (ñì., íàïðèìåð, [1, c. 92], [5, ñ. 468]). Ïðèìåíèòåëüíî
ê ðàññìàòðèâàåìîìó ñëó÷àþ ýòà òåîðåìà äàåò ðàâåíñòâî lim

x→1−0
S(x) = S(1), ãäå ÷åðåç S(x)

îáîçíà÷åíà ñóììà ðÿäà (21). Âòîðóþ òåîðåìó Àáåëÿ ìîæíî ïðèìåíÿòü, åñëè ñòåïåííîé ðÿä
ñõîäèòñÿ â ãðàíè÷íîé òî÷êå èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè (÷òî êàê ðàç è èìååò ìåñòî â ðàññìàòðè-
âàåìîì ñëó÷àå: ýòî óæå áûëî äîêàçàíî âûøå ñ ïîìîùüþ èññëåäîâàíèÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà,
íî ìîæíî ïðîâåðèòü è íåïîñðåäñòâåííî ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêà Ëåéáíèöà). Ìû âèäèì, ÷òî
ïðèìåíåíèå òåîðåìû Àáåëÿ ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî (21) èìååò ìåñòî ïðè −1 < x 6 1.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = (1 + x)α; ïðîèçâîäíàÿ òàêîé ôóíêöèè n-ãî ïîðÿäêà âû÷è-

ñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

f (n)(x) = α(α− 1) . . . (α− n + 1)(1 + x)α−n, n = 1, 2, . . .

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòó ôîðìóëó ïðè |x| < 1. Ïðè x = 0 èìååì f(0) = 1, f (n)(0) =

α(α− 1) . . . (α− n + 1). Ïîýòîìó ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0 èìååò âèä:

1 +
∞∑

n=1

α(α− 1) . . . (α− n + 1)

n!
xn.

Ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêà Äàëàìáåðà íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòîò ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè
|x| < 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè |x| > 1. Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ôîðìóëû
Òåéëîðà (êîòîðûé ñëåäóåò çàïèñàòü â ôîðìå Êîøè) ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ðàâåíñòâî

(1 + x)α = 1 +
∞∑

n=1

α(α− 1) . . . (α− n + 1)

n!
xn, |x| < 1.

Ïðè ýòîì èññëåäîâàíèå îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûì è ìîæíî îñïàðèâàòü îáÿçàòåëü-
íîñòü åãî âêëþ÷åíèÿ â ó÷åáíûé êóðñ. Ðàññìîòðåíèå âîïðîñà î âûïîëíåíèè ïîñëåäíåãî
ðàâåíñòâà ïðè x = ±1 âîîáùå íå ïðåäóñìîòðåíî ïðîãðàììîé. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñïðàâåä-
ëèâîñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ìîæíî óñòàíîâèòü òàêæå, èñïîëüçóÿ çàïèñü îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà
â èíòåãðàëüíîé ôîðìå (ñì. [6, ñ. 186]).
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3. Èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè

Çàïèøåì ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè y = ex, ò.å. ðÿä
∞∑

n=0

xn

n!
= 1 + x +

x2

2!
+ . . . +

xn

n!
+ . . . , (22)

è âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑

n=0

anx
n ìîæíî âû÷èñëèòü ïî

ôîðìóëå
R = lim

n→∞

∣∣∣ an

an+1

∣∣∣ (23)

(ñì., íàïðèìåð, [6, ñ. 164], [7, ñ. 61]). Â íàøåì ñëó÷àå èìååì
1

R
= lim

n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = lim
n→∞

1

n + 1
= 0.

Ìû âèäèì, ÷òî R = ∞. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî ñóììà S(x) ðÿäà (22) îïðåäåëåíà íà âñåé ïðÿìîé,
è äëÿ íàõîæäåíèÿ å¸ ïðîèçâîäíîé ñëåäóåò ïî÷ëåííî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ýòîò ðÿä; â ðå-
çóëüòàòå òàêîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîëó÷èì ðàâåíñòâî S ′(x) = S(x). Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî
S(0) = 1. Òàêèì îáðàçîì, ñóììà S(x) ðÿäà (22) è ôóíêöèÿ y = ex óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó
è òîìó æå äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ y′ = y è îäíîìó è òîìó æå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
y(0) = 1. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè, ñì., íàïðèìåð, [8], äàííûå
ôóíêöèè ñîâïàäàþò âñþäó, ãäå îíè îáå îïðåäåëåíû, ò.å. ïðè âñåõ áåç èñêëþ÷åíèÿ x, è ìû
ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

ex =
∞∑

n=0

xn

n!
, x ∈ (−∞, ∞).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèè y = cos x è y = sin x; ñîîòâåòñòâóþùèå ðÿäû Òåéëîðà
èìåþò, êàê èçâåñòíî, âèä

∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)!
è

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)!
.

Óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì óáåæäàåìñÿ, ÷òî ðàäèóñû ñõîäèìîñòè îáîèõ ýòèõ ðÿäîâ ðàâíû
áåñêîíå÷íîñòè. Ïîýòîìó, åñëè ìû îáîçíà÷èì ñóììû ýòèõ ðÿäîâ ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåçC(x) è
S(x), òî ìûïîëó÷èìôóíêöèè, îïðåäåëåííûå äëÿ âñåõ x, è ïðîèçâîäíûå ýòèõôóíêöèéìîæíî
íàéòè ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Âûïîëíèâ
óêàçàííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå, ïîëó÷èì ðàâåíñòâà: C ′(x) = −S(x), S ′(x) = C(x). Êðîìå
òîãî, î÷åâèäíî, C(0) = 1, S(0) = 0. Ìû âèäèì, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèè (C(x), S(x))

ò è
(cos x, sin x)

ò ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè îäíîé è òîé æå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé{
y′1 = −y2,

y′2 = y1

è óäîâëåòâîðÿþò îäíèì è òåì æå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì y1(0) = 1, y2(0) = 0. Íà îñíîâàíèè
òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèè (C(x), S(x))

ò è (cos x, sin x)
ò ñîâïàäàþò
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âñþäó, ãäå îíè îáå îïðåäåëåíû (à îïðåäåëåíû îíè ïðè âñåõ áåç èñêëþ÷åíèÿ x ). Òàêèì
îáðàçîì, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

cos x =
∞∑

n=0

(−1)n x2n

(2n)!
è sin x =

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)!
,

ïðè÷åì â îáîèõ ñëó÷àÿõ x ∈ (−∞, ∞).
Ðàññìîòðèì ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè y = ln(1 + x), ò.å. ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n−1xn

n
.

Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè íàõîäèì ïî ôîðìóëå (23):

R = lim
n→∞

∣∣∣ an

an+1

∣∣∣ = lim
n→∞

n + 1

n
= 1.

Äàëåå, äèôôåðåíöèðóÿ ðàññìàòðèâàåìûé ðÿä ïî÷ëåííî ïðè |x| < 1, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

S ′(x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1xn−1 =
1

1 + x
. (24)

Ïîñêîëüêó
(ln(1 + x))′ =

1

1 + x
, è S(0) = ln(1 + x)

∣∣
x=0

= 0,

â ñèëó òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè −1 < x < 1

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ln(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1xn

n
.

Íà äåëå, êàê ìû âèäåëè, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî òàêæå è ïðè x = 1, íî èñïîëü-
çóåìûé ìåòîä íå ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ýòî íåïîñðåäñòâåííî. Ïî-âèäèìîìó, öåëåñîîáðàçíî
ñîîáùèòü ýòî áåç äîêàçàòåëüñòâà, ñîñëàâøèñü íà âòîðóþ òåîðåìó Àáåëÿ. ßñíî òàêæå, ÷òî
âìåñòî ññûëêè íà òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè èç òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî
áûëî ïðèìåíèòü èíòåãðèðîâàíèå ïîëó÷åííîãî âûøå ðàâåíñòâà (24), êàê ýòî ñäåëàíî â ïðå-
äûäóùåì ðàçäåëå.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñòåïåííóþ ôóíêöèþ y = (1 + x)α. Ðÿä Òåéëîðà áûë ïîëó÷åí â

ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ; âûïèøåì åãî è íàéäåì ðàäèóñ ñõîäèìîñòè:

1 +
∞∑

n=1

α(α− 1) . . . (α− n + 1)

n!
xn, R = lim

n→∞

∣∣∣ n + 1

α− n

∣∣∣ = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíóþ ñóììû ýòîãî ðÿäà, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç S(x), ïðè |x| < 1

ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ ïî÷ëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:

S ′(x) =
∞∑

n=1

α(α− 1) . . . (α− n + 1)

(n− 1)!
xn−1.

2307-0595, Èíæåíåðíûé âåñòíèê, ñåíòÿáðü, ¹03, 2018 11



Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè óêàçàííûõ çíà÷åíèÿõ x ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

1+x

α
S ′(x) = 1+

∞∑
n=2

(α− 1) . . . (α−n+1)

(n− 1)!
xn−1 +

∞∑
n=1

(α− 1) . . . (α−n+1)

(n− 1)!
xn =

= 1 +
∞∑

n=1

α(α− 1) . . . (α− n + 1)

n!
xn = S(x),

ò.å. 1 + x

α
S ′(x) = S(x). Òàêîìó æå äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò è ôóíêöèÿ

y = (1+x)α, êðîìå òîãî, ïðè x = 0 îáå ôóíêöèèS(x) è (1+x)α ðàâíû åäèíèöå. Íà îñíîâàíèè
òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî

(1 + x)α = 1 +
∞∑

n=1

α(α− 1) . . . (α− n + 1)

n!
xn, |x| < 1.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì äîêàçàíî â [9, ãë. 16, §19].

Çàêëþ÷åíèå

Õîòÿ îïèñàííûéìåòîä èçëîæåíèÿ òåìû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé â ðÿä Òåéëîðà ïîçâîëÿåò ïî-
ëó÷èòü âñå òðåáóåìûå ðàçëîæåíèÿ îäíèìè òåìæåïðèåìîì, îí îïèðàåòñÿ íà íå äîêàçûâàåìûå
â êóðñå óòâåðæäåíèÿ: ïî òðàäèöèè òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ñîîáùàåòñÿ
ñòóäåíòàì áåç äîêàçàòåëüñòâà (ýòî æå îòíîñèòñÿ è ê íåêîòîðûì ñâîéñòâàì ñòåïåííûõ ðÿäîâ).
Âðÿä ëè ìîæíî ñ÷èòàòü ýòî ñåðüåçíûì íåäîñòàòêîì, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå êîëè÷åñòâî
íåäîêàçûâàåìûõ òåîðåì â îáÿçàòåëüíîì òåîðåòè÷åñêîì êóðñå.
Òàêæå çàìåòèì, ÷òî îïèñàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü òåîðåìó î äîñòàòî÷íîì

óñëîâèè ïðåäñòàâèìîñòè ôóíêöèè å¸ ðÿäîì Òåéëîðà, ÷òî ïðèâîäèò ê ýêîíîìèè âðåìåíè è
âîçìîæíîñòè áîëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðåòü äðóãèå âîïðîñû. Îäíàêî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
èíòåðåñíî è ñàìî ïî ñåáå, è ëåêòîðó, ïî-âèäèìîìó, ñëåäóåò ïðîÿâèòü îñòîðîæíîñòü ïðè
ïðèíÿòèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ.
Âðåìÿ ýêîíîìèòñÿ òàêæå è íà òîì, ÷òî íåò íåîáõîäèìîñòè íàïîìèíàòü ñòóäåíòàìôîðìóëó

Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì, òàê êàê ýòà ôîðìóëà íå èñïîëüçóåòñÿ. Ìîæíî âîçðàçèòü,
÷òî íàïîìèíàíèå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ïîòðåáóåò íå ìåíüøå âðåìåíè,
íî ýòó ïîñëåäíþþ òåîðåìó íåò íàäîáíîñòè ôîðìóëèðîâàòü âî âñåõ ïîäðîáíîñòÿõ; âïîëíå
äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà íåå òàê, êàê ýòî ñäåëàíî âûøå.
Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè (â ÷àñòè, êàñàþùåéñÿ åäèíñòâåííîñòè) â áîëü-

øèíñòâå ó÷åáíûõ ðóêîâîäñòâ ïî òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ôîð-
ìóëèðóåòñÿ â <íåóäîáíîé> äëÿ íàøèõ öåëåé ôîðìå: óêàçûâàåòñÿ ïðîìåæóòîê, íà êîòîðîì
îáÿçàíû ñîâïàäàòü ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå îäíèì è òåì æå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, íî
íè÷åãî íå ãîâîðèòñÿ î òîì, ÷òî áóäåò ïðîèñõîäèòü çà ïðåäåëàìè ýòîãî ïðîìåæóòêà. Òàêàÿ
<íåóäîáíàÿ> ôîðìóëèðîâêà äàíà âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì
[10, 11, 12], â ðóêîâîäñòâå ïî òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó [13], à òàêæå
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â ìíîãî÷èñëåííûõ ìåòîäè÷åñêèõ ïîñîáèÿõ (ñì., íàïðèìåð, [14, 15, 16, 17, 18, 19]), èçäàí-
íûõ â ÌÃÒÓ. <Óäîáíàÿ> äëÿ íàøèõ öåëåé ôîðìóëèðîâêà ïîìèìî [8] èìååòñÿ òàêæå â [20].
Ðàçúÿñíÿòü ýòó òîíêîñòü íà ëåêöèÿõ âðÿä ëè öåëåñîîáðàçíî, íî åñëè ñðåäè ñëóøàòåëåé èìå-
þòñÿ ýðóäèðîâàííûå ñòóäåíòû, è êòî-òî èç íèõ çàäàñò ñîîòâåòñòâóþùèé âîïðîñ, òî ìîæíî
ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (è ñèñòåì
òàêèõ óðàâíåíèé), â êîòîðîé ÿâíî óêàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ïðîìåæóòîê, íà êîòîðîì îïðå-
äåëåíî ðåøåíèå.
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