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Введение 

Известно, что перемещения можно определять различными способами. Например, при 

помощи теоремы Кастилиано или при помощи интеграла Мора. 

«Определение перемещений при помощи теоремы Кастилиано... обладает тем очевид-

ным недостатком, что дает возможность найти перемещения только точек приложения 

внешних сил и только в направлении этих сил. На практике же возникает необходимость 

определять перемещения любых точек системы в любом направлении» [1]. 

«Основным недостатком определения перемещений при помощи интеграла Мора яв-

ляется необходимость составления аналитического выражения подынтегральных функ-

ций. Это особенно неудобно при определении перемещений в стержне, имеющем большое 

количество участков» [1]. 

А.К. Верещагин предложил способ определения перемещений, который носит его 

имя. 

В книге [2] «Кто есть кто в сопротивлении материалов» в списке литературы приведе-

но библиографическое описание статьи Андрея Константиновича Верещагина в журнале 

«Строительная промышленность» [3]. 

Цель данной статьи – дать подробное разъяснение сути и удобства определения пере-

мещений по способу Верещагина, научить студентов приемам расчета по изучаемому спо-

собу, показать пример расслоения эпюр, создать базу для самостоятельного использова-

ния этого способа. 

1. Вывод формулы способа Верещагина для определения перемещений 

Способ Верещагина – это графоаналитический способ определения перемещений, ос-

нованный на интеграле Мора. Способ применим для плоских и пространственных систем, 

состоящих только из прямолинейных элементов, т. е. единичная эпюра должна быть обя-

зательно линейной. 

Рассмотрим этот способ на примере балки, имеющей только один участок. Для такой 

балки перемещение по интегралу Мора равно 
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𝛿 = ∫
𝑀𝑥𝑀1𝑑𝑧

𝐸𝐼𝑥
 

𝑙

. 

Представим функцию 𝑀𝑥 в виде криволинейного графика. Этот график, т.е. эпюра 𝑀𝑥, 

изображен на рис. 1. Эпюра 𝑀1 представлена на рис. 1 в виде линейного графика. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1. Эпюры 𝑴𝒙 и 𝑴𝟏 

Согласно эпюре 𝑀1 (рис. 1), линейную функцию изгибающего момента от единичного 

силового фактора можно представить в виде 𝑀1 = 𝑏 + 𝑘𝑧, где 𝑘 = 𝑡𝑔𝛼. Считаем изгибную 

жесткость балки постоянной (𝐸𝐼𝑥 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡). Тогда интеграл Мора принимает вид 

𝛿 = ∫
𝑀𝑥(𝑏 + 𝑘𝑧)𝑑𝑧

𝐸𝐼𝑥
𝑙

=
𝑏

𝐸𝐼𝑥
∫ 𝑀𝑥𝑑𝑧

𝑙

+
𝑘

𝐸𝐼𝑥
∫ 𝑧𝑀𝑥

𝑙

𝑑𝑧 =
1

𝐸𝐼𝑥
(𝑏 ∫ 𝑑𝐴

𝑙

+ 𝑘 ∫ 𝑧𝑑𝐴

𝑙

). 

В соответствии с рис. 1 в выражении для 𝛿 приняты обозначения 𝑀𝑥𝑑𝑧 = 𝑑𝐴, где 𝐴 – 

площадь эпюры 𝑀𝑥. 

∫ 𝑧𝑑𝐴 − статический момент площади эпюры 𝑀𝑥 относительно оси 𝑦.

𝑙

 

Этот статический момент равен произведению площади фигуры на расстояние от цен-

тра тяжести этой площади до оси y. На рис. 1 это расстояние 𝑧𝐶, а центр тяжести площади 

эпюры 𝑀𝑥 обозначен точкой 𝐶. Тогда перемещение равно 

𝛿 =
1

𝐸𝐼𝑥

(𝑏𝐴 + 𝑘𝑧𝐶𝐴) =
𝐴(𝑏 + 𝑘𝑧𝐶)

𝐸𝐼𝑥
=

𝐴𝑀1𝐶

𝐸𝐼𝑥
. 
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𝛿 =
𝐴𝑀1𝐶

𝐸𝐼𝑥
− формула способа Верещагина. 

В этом выражении 𝑀1𝐶 = 𝑏 + 𝑘𝑧𝐶 − ордината на единичной эпюре под центром тяже-

сти площади эпюры 𝑀𝑥. 

2. Последовательность действий для определения перемещений                   

с помощью способа Верещагина 

1. Чтобы найти перемещение с помощью способа Верещагина, нужно в том сечении и 

в том направлении, в котором определяем перемещение, приложить в системе без внеш-

ней нагрузки единичный силовой фактор: для линейного перемещения прикладываем 

единичную силу, для углового – единичный момент, для взаимного перемещения прикла-

дываем два взаимных единичных силовых фактора. 

2. Построить эпюры изгибающих моментов от внешних силовых факторов и от еди-

ничного силового фактора (т. е. эпюры 𝑀𝑥 и 𝑀1). 

3. Эти эпюры по участкам перемножить: площадь одной эпюры следует умножить на 

ординату другой под центром тяжести первой. 

Та эпюра, на которой берем ординату, в пределах участка должна быть линейной и не 

иметь излома. 

Если эпюры расположены по разные стороны данного участка, то их произведение 

будет с минусом. 

 4. Сложить результаты перемножения по участкам с учетом знаков. Окончательный 

результат расчета со знаком «минус» означает, что перемещение будет в сторону, проти-

воположную направлению единичного силового фактора. 

Если в пределах перемножаемого участка обе эпюры линейны, то можно любую из 

двух площадей умножать на соответствующую ординату другой эпюры. 

Если эпюра 𝑀𝑥 сложная, то ее можно «расслоить», т.е. разбить на такие фигуры, для 

которых известна величина площади и положение центра тяжести этой площади. Это, 

например, прямоугольник, треугольник и некоторые другие фигуры. 

3. Площади элементарных фигур и положение центра тяжести фигуры 

Изображенные на рис. 2 фигуры являются примерами эпюр изгибающих моментов. 

Криволинейные фигуры на рис. 2 – это аналоги эпюр от распределенной нагрузки ин-

тенсивности 𝑞, поэтому высота этих криволинейных фигур выражена через 𝑞. 

Формулы для параболического треугольника легко запомнить, заметив их связь с 

формулами для простого треугольника. Все цифры (кроме 1) в формулах для параболиче-

ского треугольника на единицу больше, чем в формулах для простого треугольника. 

Площадь фигуры  𝐴: 

для простого треугольника 𝐴 = 𝐿𝐻/2, для параболического треугольника 𝐴 = 𝐿𝐻/3, 

где 𝐿 – длина участка, 𝐻 – высота фигуры. 
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Расстояние 𝑧𝐶 от указанной на рис. 2 высоты 𝐻 до центра тяжести фигуры:  

для простого треугольника 𝑧𝐶 = 𝐿/3, для параболического треугольника 𝑧𝐶 = 𝐿/4. 
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Рис. 2. Площади элементарных фигур и положение центра тяжести фигуры 

Пример. Определить прогиб на конце балки (точка «𝐾» на рис. 3). 

Расслаиваем эпюру 𝑀𝑥 на простейшие фигуры, для которых известна величина пло-

щади и положение ее центра тяжести. Поскольку в точке «𝐾» поперечная сила равна ну-

лю, то это точка экстремума параболы на эпюре 𝑀𝑥 (известно, что поперечная сила 𝑄𝑦 – 

это производная от функции 𝑀𝑥). Значит, приведенная формула для площади параболиче-

ского треугольника применима. 
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Рис. 3. Заданная расчетная схема, расчетная схема с единичным силовым фактором, эпюры 𝑀𝑥 и 𝑀1 

Расположенная наклонно горбушка при расчетах считается расположенной горизон-

тально, пояснение смотрите в приложении. 

Последний член выражения для прогиба положительный, поскольку обе эпюры – 𝑀𝑥 

и 𝑀1 находятся по одну сторону оси. Остальные члены – с минусом, так как вышеназван-

ные эпюры расположены по разные стороны от оси (одна сверху, другая снизу). 

Приложение. Эпюра в форме горбушки. 

Поясним, почему эпюру в форме горбушки, расположенной наклонно, при расчете 

рассматриваем как горбушку, расположенную горизонтально.  

Предположим, что на каком-то участке балки эпюра 𝑀𝑥 имеет вид, представленный на 

рис. 4. Величина экстремума на этой эпюре не имеет значения, так как эта ордината не 

участвует в определении перемещения. Для перемножения эпюр с помощью способа Ве-

рещагина эпюру 𝑀𝑥 расслаиваем, разбив ее на два треугольника и горбушку (пунктир на 

рис. 4). 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4. Вид эпюры 𝑴𝒙 на одном из участков балки 
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На рис. 4 горбушка наклонная, но при перемножении эпюр с помощью способа Вере-

щагина мы считаем ее расположенной горизонтально. Поясним этот прием. 

Данный участок балки можно представить, как отдельную шарнирно закрепленную 

балку, нагруженную двумя моментами и распределенной нагрузкой (рис. 5.) 

 

 

 

 

 

Рис. 5. Шарнирно закрепленная балка, нагруженная двумя моментами и распределенной нагрузкой 

Определив реакции опор, построим эпюры 𝑄𝑦 и 𝑀𝑥 
для этой балки (рис. 6). 

Рис. 6. Эпюры 𝑸𝒚 и 𝑴𝒙 для рассматриваемой балки 

Представим, что три внешних силовых фактора, действующих на балку (распределен-

ная нагрузка и изгибающие моменты на концах балки (рис. 6), были приложены по от-

дельности.  

Тогда получим три простые расчетные схемы, для которых построение эпюр изгиба-

ющих моментов не представляет трудностей. Площади фигур, подобных полученным в 

данном примере, и положение их центра тяжести указаны на рис. 2.  

Эти схемы нагружения балки только одним из трех внешних силовых факторов, схе-

мы с реакциями опор, эпюры изгибающих моментов изображены на рис. 7, где эпюры из-
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гибающих моментов от сосредоточенного момента слева, от распределенной нагрузки, от 

сосредоточенного момента справа соответственно обозначены 𝑀𝑥𝐼
, 𝑀𝑥𝐼𝐼

, 𝑀𝑥𝐼𝐼𝐼
. 

Рис. 7. Схемы нагружения балки только одним из трех внешних силовых факторов, 

схемы с реакциями опор, эпюры изгибающих моментов 

Именно эти три эпюры 𝑀𝑥 (𝑀𝑥𝐼
, 𝑀𝑥𝐼𝐼

, 𝑀𝑥𝐼𝐼𝐼
), изображенные на рис. 7 (два треугольни-

ка и горизонтально расположенную горбушку), мы используем при перемножении эпюр 

c помощью способа Верещагина. 

Рис. 8. Эпюры изгибающих моментов от каждого силового фактора отдельно и суммарная эпюра 
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На рис. 8 изображены все три эпюры изгибающих моментов от каждого силового 

фактора отдельно, а внизу изображена эпюра, которая является их графической суммой. 

Убедимся в том, что эта эпюра является суммарной и идентичной эпюре 𝑀𝑥, изобра-

женной на рис. 6. Для этого на расстоянии 𝑙/6 от левого конца балки, в сечении, где экс-

тремум на суммарной эпюре, просуммируем ординаты на трех эпюрах 𝑀𝑥𝐼
, 𝑀𝑥𝐼𝐼

, 𝑀𝑥𝐼𝐼𝐼
 

(рис. 8): 

на первой эпюре (схема с моментом слева, рис. 7) ордината равна 

𝑞𝑙

6
∙

5𝑙

6
=

5𝑞𝑙2

36 
; 

на второй эпюре (схема с распределенной нагрузкой, рис. 7) ордината равна 

𝑞𝑙

2
∙

𝑙

6
− 𝑞 ∙

𝑙

6
∙

1

2
∙

𝑙

6
=

5𝑞𝑙2

72
; 

на третьей эпюре (схема с моментом справа, рис. 7) ордината равна 

−
𝑞𝑙

6
∙

𝑙

6
= −

𝑞𝑙2

36
. 

Ордината на суммарной эпюре равна сумме (с учетом знаков) этих ординат 

5𝑞𝑙2

36
+

5𝑞𝑙2

72
−

𝑞𝑙2

36
=

13

72
𝑞𝑙2.  

Определим эту же ординату, т.е. экстремум на суммарной эпюре (рис. 6). Согласно 

эпюре 𝑄𝑦, экстремум расположен на расстоянии 𝑙/6 от левого конца балки и равен: 

𝑞𝑙

6
∙

𝑙

6
+

𝑞𝑙2

6 
− 𝑞 ∙

𝑙

6
∙

1

2
∙

𝑙

6
=

13

72
𝑞𝑙2.

 
Получаем тот же результат. 

Заключение 

1. В работе приведена подробная последовательность всех действий, которые следует 

осуществить при определении перемещений по способу Верещагина. 

Отмечены особенности применения способа, на которые следует обратить внимание 

при расчетах. 

Следуя приведенной в работе инструкции, студент сможет безошибочно осуществить 

применение описанного способа при выполнении графоаналитических расчетов. 

2. Рассмотрен пример, включающий в себя при расслоении эпюр все фигуры, которые 

встречаются в расчетах. 

3. Приведено подробное разъяснение, почему горбушка, расположенная на эпюре 

наклонно, в расчетах считается расположенной горизонтально. 

4. «Правильно выстроенная архитектура размещения информации существенно уско-

ряет доступ к ней и позволяет выявлять различные закономерности» [4]. 

Соответствующее расположение и грамотное оформление расчетных схем и эпюр из-

гибающих моментов – одно из обязательных условий успешного применения способа Ве-

рещагина. 
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5. Способ Верещагина также используется для теоретического определения переме-

щений, найденных экспериментально [5]. 

6. Способу Верещагина посвящен ряд работ, что показывает интерес к нему со сторо-

ны авторов [6–10]. Возможно, появятся новые работы, связанные с этим эффективным и 

простым в применении способом определения перемещений. 
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