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Введение 

Хорошо известно, что в плоском пространстве-времени общее решение уравнений 

Максвелла без источников может быть выражено через тензорный потенциал Герца, яв-

ляющийся потенциалом для обычного векторного электромагнитного потенциала. В плос-

ком пространстве потенциал Герца допускает параметризацию одной комплексной функ-

цией (потенциалом Дебая). В результате уравнения Максвелла без источников сводятся к 

одному скалярному уравнению второго порядка. 

Данная конструкция не допускает непосредственного прямого обобщения на ис-

кривленное пространство-время общей теории относительности. Тем не менее в работе [1] 

(см. также [2, 3]) с помощью спиновых коэффициентов в формализме Ньюмена-Пенроуза 

было получено скалярное уравнение, описывающее решения уравнений Максвелла в про-

странствах с метрикой, допускающей бессдвиговую изотропную конгруэнцию. Этот класс 

метрик является достаточно общим, в частности, по известной [4] теореме Гольдберга-

Сакса к нему относятся все алгебраически-специальные решения вакуумных уравнений 

Энштейна. Потенциалы Герца в алгебраически-специальных пространствах типа D по 

Петрову рассматривались также в работе [5]. 

В статье [6] (см. также [7]) было показано, что уравнение, предложенное в [1], факти-

чески дает общее локальное решение для уравнений Максвелла без источников в про-

странствах с бессдвиговой изотропной конгруэнцией. Данный вывод уравнения для по-

тенциала Дебая также основывался на спиновых коэффициентах в адаптированном базисе. 

Ковариантная формулировка скалярного уравнения для потенциала Дебая и новое доказа-

тельство, использующее дифференциальные формы, были предложены в работе [8]. 

В данной статье мы приводим альтернативный вывод уравнения для потенциала Де-

бая, которое описывает общее решение уравнений Максвелла без источников в алгебраи-

чески-специальных пространствах, допускающих бессдвиговую изотропную конгруэн-

цию. Доказательство использует ковариантные спинорные операторы, и полученное ска-
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лярное уравнение также записано в ковариантной форме с использованием комплексного 

вектора Соммерса. 

Пространство-время предполагается четырехмерным многообразием M с римановой 

метрикой  сигнатуры (+- --). Все функции предполагаются действительно аналитически-

ми (класса Сω). Мы используем формализм абстрактных индексов, следуя монографии [9]. 

1. Бессдвиговые изотропные конгруэнции в алгебраически-
специальных метриках 

Пусть векторное поле Ɩμкасательное к лучам изотропной бессдвиговой конгруэнции 

(БСК), имеет спинорное представление Ɩμ  = А А'. Условие нулевого сдвига соответствует 

системе уравнений 

   (1) 

где АА' — оператор спинорной ковариантной производной относительно связности Леви - 

Чивита. Уравнения (1) можно записать [10] в эквивалентной форме 

(2) 

где АА' - комплексное векторное поле (вектор Соммерса), ассоциированное с БСК. Кова-

риантную производную главного спинора БСК можно представить в виде 

(3) 

или 

(4) 

где вспомогательные спиноры η А' и ζ А' определены уравнениями 

(5) 

Известно (см., например. [9]), что из условий интегрируемости уравнений (1) следует, 

что вектор БСК Ɩμ должен определять главное изотропное направление (ГИН) тензора 

конформной кривизны Вейля; соответственно, спинор A должен быть главным спинором 

конформного спинора Вейля ѱАBCD. 

Уравнения (1) инвариантны относительно репараметризации луча БСК, т.е. сохраняют 

свой вид при произвольных масштабных преобразованиях А → α(x) A. Если потребо-

вать, чтобы спинор A  удовлетворял дополнительному калибровочному условию 

(6) 

которое означает, что ηА' = 0, то для ковариантной производной получаем простое выра-

жение 

(7) 

и 

(8) 

В [11] было показано, что выбор такой калибровки всегда возможен, если А опреде-

ляет кратное ГИН, соответственно, пространство-время должно быть алгебраически- 

http://engsi.ru/doc/861958.html


2307-0595, Инженерный вестник, №08, 2017 3 

специальным. 

Разложение условий интегрируемости уравнений (6) на неприводимые представления 

дает [12] систему 

 (9) 

где  - конформный спинор Вейля,  - 

спинор Риччи и , R - скалярная кривизна. 

Определим дифференциальный спинорный оператор 

(10) 

Прямыми вычислениями, учитывая условия интегрируемости (9) и соотношения (8), 

можно проверить, что при выполнении калибровочного условия (6) оператор δA' обладает 

следующими свойствами: 

 

где f (x) - произвольная функция координат. Заметим, что из второго свойства следует, что 

существует скалярная функция ζ такая, что . 

2. Потенциал Дебая для поля Максвелла 

Уравнения Максвелла без источников для тензора напряженности электромагнитного 

поля имеют вид 

(11) 

Второе уравнение означает существование (на топологически тривиальном многооб-

разии) потенциала Аμ такого, что , и оставшиеся уравнения Максвелла пред-

ставляют собой уравнения второго порядка для электромагнитного потенциала Аμ.  

Хорошо известно (см., например, [6]). что уравнения Максвелла (11) можно предста-

вить в виде условия самодуальности  комплексного тензора = 

, где * - дуальный оператор Ходжа. 

Используя спинорное представление , где 

, запишем условие самодуальности в виде уравнений первого порядка для 

комплексного потенциала: 

(12) 

Решения  этого комплексного уравнения соответствуют действительным решениям 

уравнений Максвелла (11): , где черта означает комплексное сопря-

жение. 

Рассмотрим (комплексный) электромагнитный потенциал, заданный выражением 
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                                         (13) 

где спинор A  удовлетворяет уравнению (6), а комплексная функция  (потенциал Дебая) 

соответствует (действительному) потенциалу Герца 

 

Используя введенный в первой части статьи оператор δА' и его свойства, выражение 

(13) можно преобразовать к виду 

 (14) 

Подставляя (14) в условие самодуальности (12) получим 

                                        
(15)

 

откуда сразу получаем, что . Для выражения  имеем: 

     

(16)

 

Используя условия интегрируемости (9) и свойства δ А', для каждой группы слагаемых 

в правой части выражения (16) получим 

                              (17) 

(18) 

(19) 

где  - волновой оператор Д’Аламбера. В итоге уравнения самодуальности при-

нимают вид 

                              
(20)

 

Таким образом мы доказали, что если потенциал Дебая  удовлетворяет комплекс-

ному скалярному уравнению 

                                     
(21)

 

где μ - вектор Соммерса, заданный выражением (7), a R- скалярная кривизна метрики, то 

поле 

.                                                
(22)

 

Здесь потенциал  определен выражением (13), удовлетворяет уравнениям Максвел-

ла (11).  

Заключение 

В результате решение уравнений Максвелла без источников в алгебраически-

специальном пространстве-времени, допускающем бессдвиговую изотропную конгруэн-

цию, сводится к решению скалярного уравнения (21). Это уравнение фактически является 

ковариантной записью уравнения, полученного для потенциала Дебая в работе [1] с ис-

пользованием специального адаптированного базиса. 
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