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Введение 

В некоторых рычажных системах управления отдаленными от оператора агрегатами, а 

также в статически неопределимых стержневых системах встречаются стержни, нагру-

женные продольными разнонаправленными силами. В работах, посвященных решению 

задач устойчивости стержней [1 – 4], в справочной литературе [5], а также в работах, по-

священных расчету устойчивости элементов ферм и рам [6 – 8] недостаточно данных для 

определения критической силы для таких стержней. Частный случай устойчивости стати-

чески неопределимого стержня, нагруженного одной силой в середине пролета, рассмот-

рен в работе [9], а в работе [10] рассмотрено влияние устойчивости на предельное состоя-

ние сжато-растянутого шарнирно закрепленного стержня. 

* * *  

 

Рис.1. Схемы нагружения стержней: а) стержень, заделанный в нижнем сечении; b) закреплен 

верхний конец стержня; с) шарнирно опертый по концам стержень 
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Под критической силой понимают такое значение сжимающей силы, при котором 

возможен переход стержня из прямолинейной формы равновесия в криволинейную – т.е. 

потеря устойчивости. В настоящей работе рассмотрена задача для стержня, нагруженного 

двумя силами, одна из которых F приложена в пролете и вторая F1 на торце, при различ-

ных условиях закрепления (рис.1). При этом сила F1 может иметь как одинаковое направ-

ление с силой F, так и противоположное ей. Более интересен тот случай, когда сила F1 - 

растягивающая. 

Решение будем искать в постановке Эйлера (далее «точное решение»). Как известно, 

для этого необходимо рассмотреть равновесие стрежня в деформированном состоянии 

сразу после потери устойчивости, т.е. при малых перемещениях, при которых справедливо 

приближенное выражение для кривизны деформированной оси стержня  

min

1

EI

M
v x


,      (1) 

где ρ – радиус кривизны, а v – прогиб стержня в текущем сечении, xM  – изгибающий мо-

мент, Е – модуль упругости, Imin – минимальный момент инерции поперечного сечения 

стержня.  

У всех стержней сила F приложена в пролете, поэтому для каждой из частей стержня 

будем иметь два различных выражения для изгибающих моментов. Рассмотрим стержень, 

заделанный в нижнем сечении (рис.1а). Начало координат поместим в точке О. Используя 

метод сечений, получаем выражения для изгибающих моментов в текущем сечении 1xM  и 

2xM  для первого и второго участков соответственно (рис.2a и 2b):  

 

Рис.2. Изгибающие моменты в текущем сечении 1xM  и 2xM  для первого и второго участков  
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Рассмотрим сначала случай, когда силы F и F1 имеют одинаковое направление (обе 

сжимают стержень). Тогда реакция R1 = F + F1 (рис.1). Подставив в (1) выражения для из-

гибающих моментов (2), получаем два линейных дифференциальных уравнения второго 

порядка для первого и второго участков соответственно: 
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где min

2 EIFk  , FlMm R  – безразмерный момент в заделке, FRr   – безразмерная 

реакция в шарнирной опоре. Решение дифференциальных уравнений представим в без-

размерной форме: 
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где lvv  , lzz  , lff  , FF1 . Обозначим ll0 . 

Постоянные интегрирования, а также неизвестные m r и f определяются из граничных 

условий v1(0) = 0, v1΄(0) = 0, v2(l) = 0; условий непрерывности перемещений на границе 

участков v1(l0) = v2(l0) = f, v1΄(l0) = v2΄(l0) и условия   02 lM x , получаемого из (2). В ре-

зультате приходим к однородной системе из семи алгебраических уравнений:  
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m + r – f  = 0. 

Интересующее нас ненулевое решение системы для заданных параметров α и η полу-

чаем, приравняв нулю её определитель. Решением определителя является наименьшее, 

отличное от нуля значение kl.  

Если сила F1 поменяет направление (рис.1), т.е. будет растягивающей, в дифференци-

альных уравнениях перед коэффициентом α будет знак минус. При этом решение второго 

дифференциального уравнения будет выражено не через тригонометрические функции, а 

через гиперболические, поскольку корни характеристического уравнения будут положи-

тельными: 
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Граничные условия остаются прежними. Результаты решения представлены на рис.3 в 

виде графиков зависимости безразмерной силы   min

22
EIFlklF  от отношения FF1  

для семи параметров ll0 . Значения ll0  приведены в поле графика. Для большей 

наглядности кривые, соответствующие значениям ll0  = 0,4, 0,6 и 0,8 даны штриховой 

линией. 

 

Рис.3. Графики зависимости безразмерной силы F от отношения FF1  

для расчетной схемы, показанной на рис.1а 

Расчет стержней, показанных на рис.1b и 1c, аналогичен рассмотренному выше. Со-

гласно условиям закрепления этих стержней в начале координат момент MR = 0 и поэтому 

в правых частях дифференциальных уравнений (3) не будет слагаемого mlk 2 . Решение 

дифференциальных уравнений будет иметь вид: 

для сжимающей силы F1 
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и для растягивающей силы F1 
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Отличие решения будет заключаться в иных граничных условиях, а именно: 

для схемы 1b) – v1(0) = 0, v2(l) = 0 v1΄(l) = 0, v1(l0) = v2(l0) = f, v1΄(l0) = v2΄(l0); 

для схемы 1c) – v1(0) = 0, v2(l) = 0; v1(l0) = v2(l0) = f, v1΄(l0) = v2΄(l0), и условия   02 lM x , по-

лучаемого из (2). 

Аналогичные графики зависимости безразмерной силы F от отношения FF1  для 

расчетных схем, изображенных на рис. 1b и рис.1c, приведены на рис.4 и рис.5 соответ-

ственно.  

 

Рис.4. Графики зависимости безразмерной силы F от отношения FF1  

для расчетной схемы, показанной на рис.1b 

 

Рис.5. Графики зависимости безразмерной силы F от отношения FF1

для расчетной схемы, показанной на рис.1c 

Точное решение приводит к однородной системе трансцендентных уравнений и её 

решение достаточно сложно. Более простое решение может быть получено энергетиче-
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ским методом в форме С.П. Тимошенко, при котором работа внешних сил приравнивается 

потенциальной энергии потерявшего устойчивость стержня. Для стержня, нагруженного 

двумя силами, это условие имеет вид [1]: 
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  – перемещение вдоль оси стержня точек приложения 

сил F и F1 соответственно,  zv  – функция, описывающая форму изогнутой оси стержня, 

удовлетворяющее максимальному числу кинематических и силовых граничных условий. 

Простое решение получаем, выбрав функцию в виде полинома масштабный коэффициент 

= 
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Результаты вычисления безразмерной силы F  при трех различных значениях отно-

шения FF1  при отношении ll0  = 0,4 приведены в табл.1. Сравнение результатов пока-

зывает, что при нагружении стержня двумя сжимающими силами различие между точным 

решением и решением энергетическим методом не превышает 10%. Если же сила F1 – 

растягивающая, различие становится слишком большим (для схемы «а» свыше 50%). Это 

становится понятным, если сравнить форму изогнутой оси деформированных стержней, 

приведенных на рис.6. Для всех расчетных схем отношение FF1  = -0,2, отношение ll0  = 

0,4. Сплошной линией показана изогнутая ось, полученная точным методом, а штриховой 

– энергетическим. Цифрой 1 отмечена линия, соответствующая нагружению стержня дву-

мя сжимающими силами, а цифрой 2 – линия, соответствующая нагружению стержня раз-

нонаправленными силами.  

Масштабный коэффициент А для каждой расчетной схемы был выбран таким, чтобы 

 4,0v  было бы равно единице. 

Таблица 1. Значения безразмерной силы F  

Расчетная схема  Рис.1a Рис.1b Рис.1c 

F1/F -0,2 0,2 0,6 -0,2 0,2 0,6 -0,2 0,2 0,6 

точное решение 84,5 35,2 21,2 46,1 24,6 16,6 28,8 13,7 8,89 

решение энергетиче-

ским методом 
128,6 37,3 21.8 54,4 26.7 17,7 33,6 14,2 9,03 

погрешность % 53 3.0 2.7 18 8.9 6.6 17 3.6 1.6 
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Рис.6. Изогнутая ось стержня  

Заключение 

Энергетический метод в форме С.П. Тимошенко не может быть рекомендован при 

определении критической нагрузки (силы) для стержней, нагруженных продольными си-

лами различного направления. В этом случае на наш взгляд предпочтителен энергетиче-

ский критерий в форме Брайена [1], который записывается через начальные усилия докри-

тического состояния:     

ll

dzvNdzvEJ 0
2

0

2

min . Здесь 0N  - нормальная сила в стержне 

в докритическом состоянии. 
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