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Введение 

Если поверхность прямого кругового конуса рассечь плоскостью и вписать сферу, ка-

сательную к конусу и плоскости сечения, то точка касания сферы с секущей плоскостью 

является точкой фокуса сечения. Это известное положение теоремы Ж. Данделена являет-

ся основой доказательства возникновения коник (эллипса, гиперболы, параболы) как 

плоских сечений кругового конуса [1]. О расположении фокусных линий (линии, образо-

ванные фокусами кривых) мало что известно.  

Рассмотрим случаи пересечения конической поверхности параллельными плоскостя-

ми [2, 3]. Выделим три варианта сечений конической поверхности параллельными плос-

костями:  

1. В сечениях получаются параболы; 

2. В сечениях получаются эллипсы; 

3. В сечениях получаются гиперболы. 

1. Рассмотрим одно изображение (одну проекцию) геометрических элементов. Секу-

щая плоскость  параллельна левой очерковой образующей и пересекает коническую по-

верхность по параболе p. Плоскость  является проецирующей, поэтому и вся плоскость, 

и парабола, ей принадлежащая, спроецировались в одну прямую. Для нахождения фокуса 

параболы впишем сферу в коническую поверхность так, чтобы она была касательна и к 

плоскости . Центр сферы, радиус её и координаты точки касания с секущей плоскостью 

– точка A – фокус параболы определены с высокой точностью с помощью графического 

пакета Inventor (рис. 1) [4, 5, 6, 7].  

Проделаем вышеописанную процедуру для плоскости , параллельной плоскости . 

Плоскость  пересекает коническую поверхность по параболе l. Фокусом параболы l явля-

ется точка D (рис. 2). 
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Рис.1. Определение фокуса первой параболы Рис.2. Определение фокуса второй параболы 

Прямая t, проходящая через фокусы парабол p и l, то есть точки A и D, проходит 

через вершину S конической поверхности, т. к. предельное положение секущей плос-

кости – плоскость касательная к конической поверхности, в которой парабола сечения 

вырождается в прямую – образующую конуса. А сфера Данделена вырождается в точ-

ку, т.к. имеет центр, совпадающий с вершиной конуса и радиус равный 0.  (рис. 3).  

 

Рис.3. Фокусная линия для семейства парабол 
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2. Секущая плоскость g пересекает все образующие конической поверхности, но не 

перпендикулярна оси вращения конической поверхности. Такая плоскость пересекает 

коническую поверхность по эллипсу k. Заметим, что в этом случае можно вписать в 

коническую поверхность 2 сферы, расположенные по разные стороны от плоскости g, 

так, чтобы они были касательными и к плоскости g. В результате получатся 2 точки 

касания, что соответствует наличию 2-х фокусов у кривой сечения. Центры сфер, ра-

диусы их и координаты точек касания с секущей плоскостью – точки G и H – фокусы 

эллипса k определены с высокой точностью с помощью графического пакета  Inventor. 

(рис. 4) [4, 5, 6, 7].  

Проделаем вышеописанную процедуру для плоскости λ, параллельной плоскости g. 

Плоскость λ пересекает коническую поверхность по эллипсу m. Фокусами эллипса m 

являются точки L и N (рис. 5). Построим фокусы для каждого эллипса m отдельно, что-

бы не загромождать чертеж, а затем наложим эти изображения одно на другое (рис. 6).  

 

 

 

Рис.4. Определение фокусов первого эллипса Рис.5. Определение фокусов второго эллипса 

Фокусная линия f, проходящая через фокусы H и N эллипсов k и m, и фокусная ли-

ния d, проходящая через фокусы G и L эллипсов k и m пересекаются в вершине S ко-

нической поверхности, т. к. предельное положение секущей плоскости – плоскость, 

проходящая через вершину конуса, в которой эллипс сечения вырождается в точку – 
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вершину конуса. И обе сферы Данделена вырождаются в точку, т.к. имеют центр, сов-

падающий с вершиной конуса и радиус равный 0 (рис. 7). 

  

Рис.6. Наложение рисунков 4 и 5 Рис.7. Фокусные линии для семейства эллипсов 

3. Секущая плоскость σ расположена под меньшим углом к оси конуса, чем обра-

зующая конической поверхности, и пересекает коническую поверхность по гиперболе 

b. (рис. 8) [4, 5, 6, 7]. 

Выполним построения, аналогичные построению эллипса, с учетом того, что кони-

ческая поверхность имеет две полости. В результате сечения каждой полости конуса 

плоскостью σ получается гипербола – кривая, имеющая 2 ветви, в каждой из которых 

есть фокус. Плоскость σ является проецирующей, поэтому и вся плоскость, и гипербо-

ла, ей принадлежащая, спроецировались в одну прямую.  

Итак, впишем в обе полости конической поверхности по сфере так, чтобы они бы-

ли касательными и к плоскости σ. В результате получатся 2 точки касания, что соот-

ветствует наличию 2-х фокусов у кривой сечения. Центры сфер, радиусы их и коорди-

наты точек касания с секущей плоскостью – точки Т и М – фокусы гиперболы b опреде-

лены с высокой точностью с помощью графического пакета Inventor (рис. 8) [4, 5, 6, 7]. 

http://engbul.bmstu.ru/doc/818247.html


2307-0595, Инженерный вестник, №10, 2015 1035 

Выполним описанную выше последовательность действий для плоскости τ, парал-

лельной плоскости σ. Плоскость τ пересекает коническую поверхность по гиперболе n. 

Фокусами гиперболы n являются точки K и B (рис. 9). 

  

Рис.8. Определение фокусов первой гиперболы Рис.9. Определение фокусов второй гиперболы 

Фокусная линия g, проходящая через фокусы K и T гипербол b и n, и фокусная ли-

ния q, проходящая через фокусы M и B гипербол b и n, пересекаются в вершине S ко-

нической поверхности, т. к. предельное положение секущей плоскости – плоскость, 

проходящая через вершину конуса, в которой гипербола сечения вырождается в две 

пересекающиеся образующие конуса – асимптоты гиперболы. И обе сферы Данделена 

вырождаются в точку, т. к. имеют центр, совпадающий с вершиной конуса и радиус 

равный 0 (рис. 10).  
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Рис.10. Фокусные линии для семейства гипербол 

Заключение  

На основе сделанных построений можно сделать заключение, что фокусные линии, 

полученные в параллельных конических сечениях, носят линейный характер. Во всех ва-

риациях расположения параллельных плоскостей фокусной линией является прямая, про-

ходящая через вершину конической поверхности. Этот факт может быть использован при 

построении семейства плоских кривых второго порядка (эллипсов, парабол и гипербол), 

получаемых при сечениях параллельными плоскостями конической поверхности, сокра-

щая время на построение этих кривых. 
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