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Введение 

Исследуется численный метод для анализа двухпроцессорных неоднородных ком-

пьютерных систем (КС) с детерминированными стратегиями загрузки и проводится срав-

нение нескольких таких систем, причём исследуются стратегии, минимизирующие время 

отклика, время обслуживания и максимизирующие пропускную способность. Показано, 

что системы, где максимизируется пропускная способность, являются наилучшими по ра-

бочим характеристикам. 

Рассматривается неоднородная КС с несколькими процессорами. Каждый процессор 

предоставляется в виде обслуживающего устройства с очередью. Это  типичная откры-

тая модель с очередями для m  независимых процессоров [1,2]. Процессор i  полностью 

описывается средней интенсивностью обслуживания i . Задания поступают в КС с ин-

тенсивностью  . Промежутки между заданиями одинаково распределены и не зависят 

друг от друга. Распределение предлагается экспоненциальным с математическим ожида-

нием 1  . Поступающее задание загружается в i -й процессор с вероятностью ip . Так как 

один из m процессоров должен быть выбран, то 1
m

i

i

p  . 

Обслуживание происходит в режиме поступления заданий. Время обработки задания 

предполагается независимой экспоненциально распределённой переменной с математиче-

ским ожиданием 1 i . 

Поведение КС может быть описано дискретным марковским процессом в непрерыв-

ном времени [2-4]. Мгновенное состояние s  представляет собой вектор  1 2, , ..., , ...,in n n  

..., mn , где in  есть число заданий в i -й очереди, включая обслуживаемое задание. Веро-

ятности ip  выбираются либо произвольно, либо как функции параметров и текущего со-
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стояния системы. Если вероятности не, зависит от состояния системы, то и недетермини-

рованная стратегия загрузки не зависит от состояния системы. 

Недетерминированные стратегии загрузки 

Модели с недетерминированными стратегиями обслуживания рассматриваются как 

сети с очередями, что широко используется для анализа и прогноза обслуживания [1]. 

Недетерминированные стратегии, не зависящие от состояния системы, обычно ис-

пользуются в моделях с очередями, так как методика решения этих моделей хорошо раз-

работана. Для открытых моделей с экспоненциально распределёнными очередями, веро-

ятности равновесного состояния представляются в форме произведения. Для замкнутых 

моделей локальное равновесие существует в системах с экспоненциально распределённым 

временем обслуживания. Вероятности равновесного состояния определяются в форме 

произведения [4-6]. Если ip  фиксированы, то система процессоров может быть декомпо-

зирована, и её можно анализировать как m  независимых 1M M  систем; i -ой системе 

соответствует интенсивность поступления заявок ip  и интенсивность обслуживания i . 

Если i ip   , то i -я система не достигла насыщения, и среднее время цикла обслужива-

ния задания равно  1 i ip  . 

Далее, поскольку ip  есть доля заданий, обслуживаемых процессором i , то среднее 

время цикла обслуживания  срT  представляет собой взвешенную сумму времён циклов 

обслуживания для процессоров: 
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ср

i i i
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Естественно выбрать ip  пропорциональными скорости обслуживания процессора i , 

т.е. 

1

i
i m

j

j

p







. 

Стратегия, где ip  выбираются таким образом, что не минимизирует время цикла об-

служивания. Однако она может гарантировать, что каждая очередь не будет насыщена до 

тех пор, пока  < 
1

.
m

j

j

  

Из определения ip  и предыдущего неравенства следует, что  

1 1

.
j

i i im m

j j

j j

p

 

 
      

  
 

Используя (1) и определение
 ip , можно вычислить среднее время цикла обслужива-

ния данной стратегии 
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Детерминированные стратегии загрузки 

В систему процессоров, описанную в предыдущем подразделе, включён диспетчер, 

распределяющий задания между процессорами. Если при поступлении задания КС нахо-

дится состоянии  1 2, , ..., ms n n n , то задание будет направлено в очередь  ,q s C , оп-

ределяемую величиной C . 

Эта величина представляет собой критерии функционирования системы. Значение 

критерия при поступлении задания в i -ю очередь составляет  1 2 1, , ..., , ...,j mC n n n n
. 

Детерминированность стратегии загрузки заданий определяется детерминированно-

стью критерия функционирования [4].  

Рассмотрим различные стратегии диспетчера. 

Стратегия, минимизирующая время отклика. В данном случае поступающее, за-

ранее помещается в процессор с наименьшим временем цикла. Данная стратегия может 

быть описана следующим образом. Пусть КС находится в состоянии  1 2, , ..., ms n n n . 

Тогда: 

а) поступающее задание размещается в очереди i , если отношение её длины к ин-

тенсивности обслуживания минимально, то есть 

1 1
min 1, 2, ..., ;i k

i k

n n
k m

  
  

   
 

б) если минимальное отношение не единственно, то диспетчер выбирает среди полу-

ченного множества процессор с максимальной интенсивностью обслуживания.  

Формальная запись данной стратегии имеет следующий вид.  
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Тогда  ,q s R i , где  ,i Q s R  и  , , , .i j j Q s R j i       

Стратегия, минимизирующая время обслуживания системы  

Данная стратегия улучшает характеристики функционирования, хотя она и не явля-

ется оптимальной стратегией загрузки. Пусть система находится в состоянии 

 1 2, , ..., ms n n n , тогда время системы  1 2, , ..., mT n n n  определяется как ожидаемое 
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время завершения заданий, наводящихся в очередях. Это определение рекурсивно запи-

сывается в виде  

 1 2, , ..., mT n n n E  [время обслуживания всех заданий]   

E  [время обслуживания следующих заданий] + 

E  [время обслуживания остальных заданий]   
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0 0
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; 

 0, 0, ..., , ..., 0, 0 k
k

k

n
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. 

Величина 

0

1

1

n j

m

j

j




  представляет собой среднее время от момента, когда система на-

ходится в состоянии  1 2, , ..., mn n n  до тех пор, пока очередное из 
1

m

i

i

n


  заданий не будет 

обслужено. Это следует из предположения об экспоненциальном распределении времени 

обслуживания. Выражение 

0

1
n j

m

k j

j




   есть вероятность того, что следующее задание, об-

служенное КС, находилось в очереди k . Если задание выходит из очереди k , то среднее 

время обслуживания оставшихся в очереди заданий может быть определено из рекурсив-

ного соотношения, приведённого выше. Выбрав  1 2, , ..., mT n n n  за критерий, можно 

сформулировать стратегию загрузки следующим образом [7,8]. Пусть 

    min 1 2min , , ..., 1,..., 1, 2, ...,k mT s T n n n n k m  , 

      min 1 2, , , ..., 1, ...,k mQ s R k T s T n n n n  . 

Тогда  ,q s R i , где  ,i Q s R  и  , , , .i j j Q s R j i       

В случае двухпроцессорных КС 

     1 2
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1
, 1, , 1T n n T n n T n n

 
    
     

,  

  1
1

1

, 0
n
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 и   2
2

2

0,
n

T n 


.  

Стратегия, максимизирующая пропускную способность системы 

Стратегии, минимизирующие время отклика процессора и системное время зависят 

от длины очередей и интенсивностей обслуживания. Диспетчер может также использовать 
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информацию об интенсивности поступления заданий. Покажем, каким образом можно 

улучшить функционирование с помощью этой добавочной информации. Рассмотрим сис-

тему с одним процессором, эквивалентную по своим функциональным характеристикам 

многопроцессорной КС. Пусть e  есть интенсивность обслуживания данной КС. Кроме 

того, e  зависит от распределения нагрузки между очередями. После обслуживания оче-

редного задания диспетчер перераспределяет нагрузку таким образом, чтобы минимизи-

ровать среднее время цикла обращения задания. С увеличением интенсивности обслужи-

вания время цикла должно уменьшаться. Интенсивность обслуживания e  в течение вре-

мени между двумя поступлениями заявок представляет собой пропускную способность 

КС, распределение изменяется только в моменты поступления заданий. Стратегия разме-

щает поступившее задание в той очереди, изменение длины которой максимизирует ожи-

даемое значение пропускной способности КС в интервале времени до поступления сле-

дующего задания.  

Пропускная способность КС есть сумма пропускных способностей процессора. 

Средняя пропускная способность i -го процессора, обозначаемая  Пi iT n , определяется 

следующим образом. Пусть ikQ  есть вероятность того события, что k  заданий покидают i

-й процессор в течение периода времени   при условии, что первоначально в очереди бы-

ло in  заданий. Поскольку время обслуживания i -м процессором распределено экспонен-

циально, то процесс обслуживания задании является пуассоновским, и вероятность ikQ  

задаётся выражениями [6,9,10] 
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Ожидаемая пропускная способность процессора i  в интервале времени   между 

двумя заявками есть среднее число заданий, обслуживаемых в единицу времени. Эта ве-

личина равна 
1

in

ik

k

k Q






 , где in  есть первоначальное число заданий в очереди i . Вероят-

ность того, что интервал имеет длину  , равна  f e   . 

Введём обозначение  i iX     . Тогда средняя пропускная способность процес-

сора  i  может быть описана выражением 
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Если система находится в состоянии  1 2, , ..., mn n n , то средняя пропускная способ-

ность  П 1 2, , ..., mT n n n  есть сумма пропускных способностей  Пi iT n , т.е. 

 
1

П 1 2

1 1

, , ..., 1 ln
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Стратегия, максимизирующая среднюю пропускную способность КС, формально за-

писывается в следующем виде. Пусть 

    maxП П 1 2max , , ..., 1, ..., 1, 2,...,k mT s T n n n n k m  , 

      
maxП П 1 2, , , ..., 1, ...,k mQ s R k T s T n n n n  . 

Тогда  ,q s R i , где  ,i Q s R  и , ( , ), .i j j Q s R j i       

Основным достоинством данной стратегии является то, что она использует инфор-

мацию о средней интенсивности поступления заданий. 

Рекурсивная процедура анализа двухпроцессорных КС 

Рассмотрим замкнутую двухпроцессорную неоднородную КС с интенсивностью по-

ступления   и интенсивностями обслуживания процессорами 1  и 2 , где 1 2   . Дис-

петчер посылает поступающие задания в одну из двух очередей. КС описывается набором 

состояний  ,i j , где числа i  и j  есть количества заданий на первом и втором процессо-

рах. Множество состояний разбивается на два подмножества  сбалансированных и не-

сбалансированных состояний. Из любого несбалансированною состояния КС за конечное 

число переходов попадает в сбалансированное состояние. Если заданы равновесные веро-

ятности состояний ijP , то бесконечное множество состояний может быть сведено к мно-

жеству с конечным числом состоянии. Такое приближенное представление даёт незначи-

тельную ошибку, если КС не насыщена и число состояний достаточно велико, поскольку 

ijP  быстро сходятся к нулю при 0i  и 0j .  

Рекурсивная процедура анализа двухпроцессорных КС начинается с определения 

значения вероятности состояния  1 2,N N . Затем вычисляются предварительные вероят-

ности состояния, предшествующего  1 2,N N  на траектории сбалансированных состоя-

ний. Эта процедура выполняется рекурсивно до тех пор, пока не будет вычислена вероят-

ность состояния, предшественником которого является  0, 0 . Тогда все ранее опреде-

лённые вероятности нормализуются. Приведём описание данного алгоритма с помощью 

рекурсивной процедуры. X  есть переменная, значение которой равно вероятности гра-

ничного состояния  1 2,N N ;  ,preb i j  означает состояние, являющееся предшествен-

ником  ,i j  на сбалансированной траектории.  
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1. Установить    1 2, ,i j N N . 

2. Установить constijP   (некоторая произвольная величина).  

3. От  1 2K N N  , до 1 выполнить шаги 4 -15. 

4. Установить    ' ', ,i j preb i j . 

5. Если 'i i , то выполнить шаги 6-8. 

6. Установить 
0 jP X . 

7. Для 1, ..., 1I i   найти зависимость 
,I jP  от X , используя уравнение  

 глобального баланса (УГБ) состояния  1,I j . 

8. Решая УГБ состояния  1,i j , вычислить X . 

9. Если 
'j j , то выполнить шаги 10-12.  

10. Установить 0iP X . 

11. Для 1, ..., 1J j   найти зависимость ,i JP  от X , используя УГБ состояния 
 

 
 , 1i J  . 

12. Решая УГБ состояния  , 1i j  , вычислить X . 

13. Решая УГБ состояния  ,i j , вычислить ', 'i jP .  

14. Установить    ' ', ,i j i j . 

15. Нормализовать все ijP . 

 

Поскольку уравнение глобального баланса каждою состояния за исключением 

 1 2,N N  и  0, 0  используется один раз, и время решения этого уравнения не зависит от 

1N  и 2N , то объем используемою времени пропорционален общему количеству состояний 

  1 21 1S N N   .  

При рассмотрении двухпроцессорных КС удобнее заменить функции максимума и 

минимума оператором отношения R . Пусть  1,C i j  и  , 1C i j   есть значения кри-

терия после поступления задания в первую или вторую очередь. Предполагается, что 

1 2    Тогда стратегию загрузки можно описать в виде 

 
   1, если 1, , 1 ,

,
2, иначе,

C i j C i j true
q s C

   
 


R
 

где R  эквивалентно . 

Сформулируем свойства этой стратегии, позволяющие использовать приведенную 

выше рекурсивную процедуру. 
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Свойство 1. Стратегия загрузки является детерминированной. Тогда траектория 

стратегии загрузки есть непрерывная цепочка переходов, соответствующих поступлению 

новых заданий. Эта траектория начинается в состоянии  0, 0 .  

Свойство 2. Траектория стратегии разбивает состояние системы на два подмножест-

ва. Для каждого состояния  ,i j  в верхнем несбалансированном подмножестве 

   1, , 1 true 0C i j n C i j n n      R , 

а для состояния  ,i j  из нижнего несбалансированного подмножества 

   , 1 1, true 0C i n j C i n j n      R . 

Заключение 

Для любой двухпроцессорной КС со стратегией, удовлетворяющей свойствам 1 и 2, 

может быть получено решение с помощью рекурсивной процедуры. Стратегии, миними-

зирующие время отклика, системное время, максимизирующие пропускную способность 

КС, удовлетворяют данным свойствам. Наилучшей является стратегия, максимизирующая 

пропускную способность.  
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