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Ìèíèìàëüíûå äåðåâüÿØòåéíåðà ïðåäñòàâëÿþòøèðîêèé èíòåðåñ â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ, à òàê êàê
òî÷íîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíûì, òî áûñòðûå ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ òîæå âåñüìà ïîëåçíû.
Ýòà ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåìïðåäûäóùåé äåÿòåëüíîñòè àâòîðà ïî èçó÷åíèþâåðîÿòíîñòíûõ
õàðàêòåðèñòèê ìèíèìàëüíûõ çàïîëíåíèé è çäåñü ìû îñòàíîâèìñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòå-
ðèñòèêàõ ìèíèìàëüíûõ äåðåâüåâ Øòåéíåðà ñ ìàíõýòòåíñêîé ìåòðèêîé. Äëÿ ñëó÷àÿ íåáîëüøîãî
÷èñëà ãðàíè÷íûõ âåðøèí ïðîâîäèòñÿ ïîëíûé àíàëèç è ââîäèòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà. Òàêæå
ââåäåíî ïîíÿòèå ñóùåñòâåííîé òî÷êè Øòåéíåðà, ïîçâîëÿþùåå îãðàíè÷èòü íåîïðåäåëåííîñòü
çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåðîÿòíîñòü; ýêñòðåìàëüíûå ñåòè, ìèíèìàëüíûå äåðåâüÿ Øòåéíåðà; ìàíõåò-
òåíñêàÿ ïëîñêîñòü

Ââåäåíèå

Îáñóæäåíèå âîçìîæíîñòè îïòèìàëüíî ñîåäèíèòü íàáîð òî÷åê íà÷àëîñü åùå â 17 âåêå ñ
÷àñòíîãî ñëó÷àÿ Ôåðìà äëÿ òðåõ òî÷åê. Èìåííî ïîýòîìó òî÷êà òðåóãîëüíèêà, ñóììà ðàñ-
ñòîÿíèé îò êîòîðîé äî âåðøèí òðåóãîëüíèêà ìèíèìàëüíà, íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Ôåðìà. Â
äàëüíåéøåì çàäà÷à Øòåéíåðà ôîðìóëèðîâàëàñü â ðàçëè÷íûõ òåðìèíàõ. Ìû áóäåì ðàññìà-
òðèâàòü îäèí èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ.
Ïóñòü X | êîíå÷íûé íàáîð òî÷åê ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (îáû÷íî ïëîñêîñòè). Áó-

äåì íàçûâàòü êîíå÷íûé íàáîð îòðåçêîâ T (X) ñîåäèíÿþùèì äåðåâîì, åñëè êîíöû îòðåçêîâ
ñîäåðæàò X è äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê èç X ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà ïîñòðîåííàÿ èç ýòèõ
îòðåçêîâ ëîìàíàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ âûáðàííóþ ïàðó. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç l(T (X)) ñóììó
äëèí âñåõ îòðåçêîâ èç T (X) è íàçûâàòü åå äëèíîé äåðåâà. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ñîåäè-
íÿþùåå äåðåâî T ∗(X), ÷òî äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ñîåäèíÿþùåãî äåðåâà T (X) âûïîëíåíî
l(T ∗(X)) ≤ l(T (X))), òî òàêîå ñîåäèíÿþùåå äåðåâî áóäåì íàçûâàòü ìèíèìàëüíûì äåðåâîì
Øòåéíåðà. Çàäà÷à Øòåéíåðà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå ìèíèìàëüíîãî äåðåâà Øòåéíåðà äëÿ
èçâåñòíîãî íàáîðà òî÷åê ïëîñêîñòè. Ê ñîæàëåíèþ, çàäà÷à Øòåéíåðà ïðèñóòñòâîâàëà óæå
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â îäíîì èç ñàìûõ ïåðâûõ ñïèñêîâ NP-òðóäíûõ çàäà÷, îïóáëèêîâàííûõ Ðè÷àðäîì Êàðïîì â
1972 ã. [1]. Ïîçäíåå è àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ äèñêðåòíûõ ïðîñòðàíñòâ ïîëó÷èëà äîêàçàòåëü-
ñòâî NP-òðóäíîñòè [2].
Â çàâèñèìîñòè îò ðàññìàòðèâàåìîé ìåòðèêè íà ïëîñêîñòè ðåøåíèÿ ìîãóò îòëè÷àòüñÿ

(ïðèìåð ïðèâåäåí íà ðèñ. 1). Îòëè÷àòüñÿ ìîãóò íå òîëüêî äëèíû ðåáåð äåðåâà, íî è òîïî-
ëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà: â òîì æå ïðèìåðå îäíî ðåøåíèå èìååò äîïîëíèòåëüíóþ âåðøèíó, à
äðóãîå | íåò. Íàèáîëüøåå âíèìàíèå óäåëÿþò ñëåäóþùèì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâàì:

• åâêëèäîâà ìåòðèêà (L2);
• ìàíõýòòåíñêàÿ ìåòðèêà (L1) | â ñèëó øèðîêîãî ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ: äëÿ ãîðî-

äîâ ýòà ìåòðèêà âåñüìà åñòåñòâåííà, òàê êàê îíè çà÷àñòóþ èìåþò õàðàêòåðíóþ ñòðóêòóðó
ïàðàëëåëüíûõ è ïåðïåíäèêóëÿðíûõ óëèö (îòêóäà è ïîøëî íàçâàíèå äàííîé ìåòðèêè), â áîëü-
øèíñòâå ñëó÷àåâ ýëåêòðîííûåïëàòûèìåþòïàðàëëåëüíûå è ïåðïåíäèêóëÿðíûå äîðîæêè, ÷òî
îáóñëàâëèâàåò ïðèìåíåíèå äàííîé ìåòðèêè ïðè èõ ïðîåêòèðîâêè è ò.ä.;

• ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà íà ãðàôàõ|â ñèëó ïî÷òè íåîãðàíè÷åííîãî óðîâíÿ àáñòðàêò-
íîñòè.
Õîðîøåé èëëþñòðàöèåé èçó÷åííîñòè ìèíèìàëüíûõ äåðåâüåâ Øòåéíåðà äëÿ äàííûõ ìå-

òðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ìîæåò âûñòóïàòü êíèãà [3], ñîäåðæàùàÿ íàèáîëåå ïîëíîå ïðåäñòà-
âëåíèå òîãî, ÷òî èçâåñòíî íà äàííûé ìîìåíò.
Â ñèëó ïðàêòè÷åñêîãî èíòåðåñà ìû îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå ìàíõýòòåíñêîé ïëîñêîñòè.

Åñëè íå îãîâîðåíî èíà÷å, òî èìåííî ýòà ìåòðèêà (è ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû, òàêèå êàê,
íàïðèìåð, ðàññòîÿíèå) èìååòñÿ ââèäó äàëåå. Îáû÷íî çàäà÷à ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî äåðåâà
ðàçáèâàåòñÿ íà äâà øàãà: ïåðâûé | íàéòè âñå âîçìîæíûå ïîòåíöèàëüíûå ñòðóêòóðû äåðå-
âüåâ (áóäåì íàçûâàòü èõ òîïîëîãèÿìè), ñîåäèíÿþùèå äàííûé íàáîð òî÷åê, à âòîðîé| íàéòè
íàèëó÷øåãî ïðåäñòàâèòåëÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ìèíèìàëüíîñòè äëèíû. Äëÿ óìåíüøåíèÿ âû÷è-
ñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè îáû÷íî ïûòàþòñÿ îòáðîñèòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî çàâåäîìî íå îïòè-
ìàëüíûõ òîïîëîãèé. Ìûæå ïîïðîáóåì ñôîêóñèðîâàòüñÿ íà âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ
òîïîëîãèé [4]), ÷òîáû â äàëüíåéøåì ìîæíî áûëî óïîðÿäî÷èòü âàðèàíòû â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ
âåðîÿòíîñòüþ, è òåì ñàìûì ýôôåêòèâíåå èñêàòü (ïðèáëèæåííîå) ðåøåíèå.

à á

Ðèñ. 1. Ðåøåíèÿ çàäà÷è Øòåéíåðà äëÿ òðåõ òî÷åê â çàâèñèìîñòè îò ðàññìàòðèâàåìîé ìåòðèêè: à|
ìàíõýòòåíñêàÿ; á| åâêëèäîâà
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1. Îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà

Èñõîäíûå âåðøèíû áóäåì íàçûâàòü òåðìèíàëàìè èëè ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè, à äîïîëíè-
òåëüíûå | òî÷êàìè Øòåéíåðà.
Ðåøåíèå çàäà÷è Øòåéíåðà ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííûì, îñîáåííî â ñëó÷àå âûáðàí-

íîé ìåòðèêè, íî íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïîèñê õîòÿ áû îäíîãî. Òàê êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó
òî÷êàìè (x1, y1), (x2, y2) ðàâíî äëèíå ëîìàíîé (x1, y1) → (x1, y2) → (x2, y2), òî ìîæíî,
íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ãîðèçîíòàëüíûå è âåðòèêàëüíûå ëèíèè â ïîèñêàõ ðåøå-
íèÿ. Áîëåå òîãî, ìîæíî äîêàçàòü [6], ÷òî ïîëîæåíèÿ òî÷åê Øòåéíåðà ìîæíî èñêàòü òîëüêî
ñðåäè âåðøèí òàê íàçûâàåìîé ðåøåòêè Õàíàíà, ïîëó÷àþùåéñÿ ïðîâåäåíèåì âåðòèêàëüíûõ
è ãîðèçîíòàëüíûõ îòðåçêîâ ÷åðåç âñå ãðàíè÷íûå âåðøèíû. Ýòîò âàæíûé ôàêò ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì, òàê êàê îí ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñíèçèòü íåîïðåäåëåííîñòü
çàäà÷è.
Åñëè ðàññìàòðèâàòü ëèøü ãîðèçîíòàëüíûå è âåðòèêàëüíûå îòðåçêè, òî ñòåïåíü ëþáîé

âåðøèíû íå áîëåå 4. Áîëåå òîãî, òî÷êè Øòåéíåðà íå ìîãóò èìåòü ñòåïåíü 1, èíà÷å èõ
ìîæíî óáðàòü âìåñòå ñ èíöèäåíòíûì ðåáðîì, òåì ñàìûì óìåíüøèâ îáùóþ äëèíó äåðåâà.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷åê Øòåéíåðà ñòåïåíè 2, èíöèäåíòíûõ
ïàðå ãîðèçîíòàëüíûõ èëè ïàðå âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ òîæå íåò, òàê êàê èõ ìîæíî çàìåíèòü
îäíèì îòðåçêîì áåç äîïîëíèòåëüíîé âåðøèíû. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ
äëÿ òðåõ òèïîâ òî÷åêØòåéíåðà: óãëîâàÿ òî÷êà (ñòåïåíè 2), T-òî÷êà (ñòåïåíü 3) è ïåðåêðåñòîê
(ñòåïåíü 4).
Êîðîòêî îñòàíîâèìñÿ íà òåîðåìå î ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâàõ ìèíèìàëüíûõ äåðåâüåâØòåé-

íåðà äëÿ âûáðàííîé ìåòðèêè, îïóáëèêîâàííîé â óæå óïîìÿíóòîé êíèãå Õâàíãà è êîëëåã [3].
Ñîåäèíÿþùåå äåðåâî íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè âñå ãðàíè÷íûå âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü 1.
Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå ñîåäèíÿþùåå äåðåâî, â êîòîðîì åñòü ãðàíè÷íûå âåðøèíû áîëüøèõ
ñòåïåíåé, ìîæíî ðàçáèòü íà ïîääåðåâüÿ ñ ãðàíè÷íûìè âåðøèíàìè ëèøü ñòåïåíè 1. Òàêèå
ïîääåðåâüÿ íàçûâàþòñÿ ïîëíûìè êîìïîíåíòàìè. Òàêæå íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâà ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, íå ìåíÿþùèõ ïîëíîé äëèíû äåðåâà: ñêîëüæåíèå è ôëèï. Ñêîëüæåíèå çàêëþ÷àåòñÿ
â ïåðåìåùåíèè ñåãìåíòà s, ñîåäèíÿþùåãî äâà ïàðàëëåëüíûõ ñåãìåíòà p1, p2, â ïîëîæåíèå
ïàðàëëåëüíîãî ñåãìåíòà t, êîòîðûé òàêæå ñîåäèíÿåò p1 è p2. Â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ
äâèæåíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü ëåâîå, ïðàâîå, âåðõíåå è íèæíåå ñêîëüæåíèå. Ôëèï ïîäðà-
çóìåâàåò ïåðåõîä îò îäíîãî óãëà | óãëîâîé òî÷êè Øòåéíåðà âìåñòå ñ ïàðîé èíöèäåíòíûõ
ðåáåð | ê äîïîëíèòåëüíîìó óãëó, âìåñòå ñ êîòîðûì èñõîäíûé óãîë ñîñòàâëÿåò ïðÿìîóãîëü-
íèê. Àíàëîãè÷íî â çàâèñèìîñòè îò èñõîäíîãî ïîëîæåíèÿ óãëà (íàïðèìåð, ëåâûé-íèæíèé
óãîë îçíà÷àåò íàëè÷èå ëåâîé è íèæíåé ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà) âîçìîæíû ëåâûé-íèæíèé,
ëåâûé-âåðõíèé, ïðàâûé-íèæíèé è ïðàâûé-âåðõíèé ôëèïû.
Äåðåâî íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì, åñëè áåç èçìåíåíèÿ äëèíû íåâîçìîæíî âûïîëíèòü

ñëåäóþùèå îïåðàöèè:
1) ëåâîå ñêîëüæåíèå;
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2) ëåâûé-âåðõíèé èëè ëåâûé-íèæíèé ôëèïû;
3) âåðõíåå èëè íèæíåå ñêîëüæåíèå ñ äàëüíåéøèì ïðåîáðàçîâàíèåì èç ïðåäûäóùåãî

ïóíêòà.
Äåðåâî íàçûâàåòñÿ äåðåâîì Õâàíãà åñëè îíî èìååò ñòðóêòóðó êàê íà ðèñ. 2, à èìåííî:

åñòü òàê íàçûâàåìûé êîðíåâîé òåðìèíàë r, îò êîòîðîãî èäåò ãîðèçîíòàëüíàÿ ëèíèÿ ñ ÷åðå-
äóþùèìèñÿ òåðìèíàëàìè ñ ðàçíûõ ñòîðîí, çàêàí÷èâàþùàÿñÿ óãëîâîé òî÷êîé Øòåéíåðà, ñî-
åäèíåííîé ñ òåðìèíàëîì t (è âîçìîæåí åäèíñòâåííûé äîïîëíèòåëüíûé <íàðîñò> äëÿ òèïà 2).
Åñòåñòâåííî àíàëîãè÷íî íàçûâàþòñÿ ïîâåðíóòûå äåðåâüÿ (íà óãîë, êðàòíûé 90◦) è äåðåâüÿ,
èì ñèììåòðè÷íûå. Òåïåðü, êîãäà âñå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ ââåäåíû, ìîæíî ñôîðìóëè-
ðîâàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

à á

Ðèñ. 2. Äåðåâüÿ Õâàíãà: à| òèïà 1; á| òèïà 2

Òåîðåìà 1 (òåîðåìà Õâàíãà). Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê ìàíõåòòåíñêîé
ïëîñêîñòè ñóùåñòâóåò ñîåäèíÿþùåå åãî ìèíèìàëüíîå äåðåâî Øòåéíåðà, òàêîå, ÷òî âñå åãî
ïîëíûå êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ äåðåâüÿìè Õâàíãà.
Åñëè èçâåñòíî ðàçáèåíèå ãðàíè÷íûõ òî÷åê íà ïîäìíîæåñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëíûì

êîìïîíåíòàì, òî äàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ñòðîèòü ìèíèìàëüíîå äåðåâîØòåé-
íåðà. Áîëåå òîãî, â ñèëó îïðåäåëåííîé ñòðóêòóðû äåðåâüåâ Õâàíãà, ñîîòâåòñòâóþùåå ðàç-
áèåíèå ìîæíî èñêàòü ÷óòü áîëåå ýôôåêòèâíî, íî òåì íå ìåíåå, ïåðåáîð îñòàåòñÿ ýêñïîíåí-
öèàëüíîé ñëîæíîñòè, ÷òî äåëàåò ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå çàòðóäíèòåëüíûì äëÿ áîëüøîãî
÷èñëà òåðìèíàëîâ.

2. Âåðîÿòíîñòíûå ñâîéñòâà

Â îäíîé èç ïðîøëûõ ðàáîò [4] ìû ðàññìàòðèâàëè èíîé îáúåêò, íî âåñüìà ñõîæèé êîí-
öåïòóàëüíî, íàçûâàåìûé ìèíèìàëüíûì çàïîëíåíèåì [7, 8, 5]. ×òîáû èçáåæàòü áîëüøîãî
÷èñëà íå âàæíûõ äëÿ äàííîé ðàáîòû îïðåäåëåíèé, ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà âñåõ
ðåçóëüòàòàõ íàçâàííîé ðàáîòû, íî ïðèâåäåì îñíîâíûå, ÷òîáû áûëî ïîíÿòíåå äàëüíåéøåå
èçëîæåíèå. Çàäà÷à ïîèñêà ìèíèìàëüíûõ çàïîëíåíèé î÷åíü áëèçêà ê çàäà÷å Øòåéíåðà (à â
ñëó÷àå ìåòðèêè L∞ â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò [9]). Îíà òàê æå ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé è îáû÷íî
ðåøàåòñÿ â äâà àíàëîãè÷íûõ øàãà. Íàì óäàëîñü ââåñòè äëÿ òàê íàçûâàåìûõ àääèòèâíûõ
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ âïîëíå åñòåñòâåííóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó íà ïðîñòðàíñòâå òîïî-
ëîãèé, êîòîðóþ ìîæíî ýôôåêòèâíî àíàëèòè÷åñêè âû÷èñëÿòü. Ýòîò ðåçóëüòàò âàæåí, òàê êàê,
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íàïðèìåð, äëÿ ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ áîëüøèì ÷èñëîì òåðìèíàëîâ, ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü ëèøü òîïîëîãèè, ñóùåñòâåííî áîëåå âåðîÿòíûå, ÷åì äðóãèå.
Îñíîâíûì îãðàíè÷åíèåì äëÿ òåêóùåé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ñâÿçè ìåæäó ïîðî-

æäàþùèì äåðåâîì (äëÿ àääèòèâíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà) è ìèíèìàëüíûì äåðåâîì
Øòåéíåðà, êîòîðàÿ èìåëà ìåñòî â ñëó÷àå ìèíèìàëüíûõ çàïîëíåíèé. Â ñèëó óêàçàííîé âûøå
òåîðåìû Õâàíãà, áûëî áû âïîëíå ðàçóìíî îòòàëêèâàòüñÿ îò ïîëíûõ êîìïîíåíò äëÿ ââåäå-
íèÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðû, íî íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, íà òåêóùèé ìîìåíò èíôîðìàöèÿ î
ñòðóêòóðå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà òåðìèíàëîâ íà ïîäìíîæåñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëíûì
êîìïîíåíòàì, âåñüìà îãðàíè÷åíà. Ïîýòîìó ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ ïîëíûì íàáîðîì òåðìèíà-
ëîâ, íî â ñèëó ñëîæíîñòè çàäà÷è, íà òåêóùèé ìîìåíò îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ìíîæåñòâ,
ñîñòîÿùèõ èç ÷åòûðåõ òî÷åê. Îñíîâíîé âîïðîñ, êîòîðûé íàñ áóäåò âîëíîâàòü | ñêîëüêî òî-
÷åê Øòåéíåðà â ìèíèìàëüíîì äåðåâå Øòåéíåðà.
Èòàê, íàøå ìíîæåñòâî òåðìèíàëîâ ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ òî÷åê pi = (xi, yi), i = 0, . . . , 3

(çäåñü è äàëåå xi, yi âñåãäà áóäóò îáîçíà÷àòü êîîðäèíàòû ãðàíè÷íûõ òî÷åê).
Åñëè ó ïàðû òåðìèíàëîâ ñîâïàäàþò x-êîîðäèíàòû, òî ìîæíî ïîìåíÿòü îñè x è y ìå-

ñòàìè, ÷òîáû èçáåæàòü òàêîãî ñîâïàäåíèÿ. Åñëè æå ïîñëå èçìåíåíèÿ îñåé ñíîâà íàéäåòñÿ
ïàðà òî÷åê ñ ñîâïàäàþùèìè êîîðäèíàòàìè, òî ëèáî åñòü äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïàðû (îäíà
ñ ñîâïàäàþùèìè x-êîîðäèíàòàìè, äðóãàÿ | y-êîîðäèíàòàìè, è òîãäà ðåøåíèå | ïàðà îò-
ðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ ýòè ïàðû è, åñëè îòðåçêè íå ïåðåñåêàþòñÿ, ñîåäèíÿþùèé èõ îòðåçîê)
ëèáî åñòü òðè òî÷êè, êàê íà ðèñ. 1, à è äîïîëíèòåëüíàÿ òî÷êà p (è ðåøåíèå òîãäà | óãîë èç
ýòèõ òðåõ òî÷åê è ìèíèìàëüíûé îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé p ñ ýòèì óãëîì). Â ëþáîì ñëó÷àå,
äëÿ ââåäåííîé â äàëüíåéøåì ìåðû ñëó÷àé ñîâïàäàþùèõ xi áóäåò èìåòü ìåðó íóëü, ïîýòîìó
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå xi ðàçëè÷íû.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x0 = y0 = 0, ãðàíè÷íûå òî÷êè óïîðÿäî-

÷åíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ðîñòîì x-êîîðäèíàòû, è îñü y íàïðàâëåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî y1 ≥ 0.
Êàê óæå óïîìèíàëîñü, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè Øòåéíåðà íàõîäÿòñÿ íà ðåøåòêå Õàíàíà
è, ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò êîîðäèíàòû âèäà (xi, yj) äëÿ íåêîòîðûõ i, j. Â ñèëó ðàçëè÷íîñòè
âñåõ xi, êîððåêòíî ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà p ðàñïîëîæåíà íà i-ì óðîâíå, åñëè åå x-êîîðäèíàòà
ðàâíà xi.
Íàçîâåì òî÷êó Øòåéíåðà ñóùåñòâåííîé, åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé. Óãëîâûå òî÷êè

ìû ñ÷èòàåì íåñóùåñòâåííûìè, òàê êàê âåñü ñîîòâåòñòâóþùèé óãîë ìîæíî çàìåíèòü íà äèà-
ãîíàëüíûé îòðåçîê, óáðàâ òåì ñàìûì óãëîâóþ òî÷êó è íå èçìåíèâ äëèíû äåðåâà. Óãëîâûå
òî÷êè òàê æå äîáàâëÿþò íåîäíîçíà÷íîñòè ðåøåíèÿ: îñíîâíàÿ èäåÿ êàíîíè÷åñêèõ äåðåâüåâ
â òîì, ÷òîáû èçáåæàòü êîíñòðóêöèé â ôîðìå áóêâû Í, ïåðåìåùàÿ ïåðåìû÷êó â êðàéíåå ïî-
ëîæåíèå è ïîïûòêå îñòàâèòü ëèøü óãëû îïðåäåëåííîãî òèïà. Òàê êàê ìû çàôèêñèðîâàëè
ðåøåòêó Õàíàíà, òî äëÿ ïîëîæåíèÿ ïåðåìû÷êè îñòàåòñÿ ìåíüøåå ÷èñëî âîçìîæíûõ ïîëî-
æåíèé, íî âñå åùå âîçìîæíà íåîäíîçíà÷íîñòü, à âîïðîñ óãëîâûõ òî÷åê ìû áóäåì ðåøàòü
çàìåíîé ñîîòâåòñòâóþùåãî óãëà íà äèàãîíàëüíûé ñåãìåíò.
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Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ÷åòûðåõ òåðìèíàëîâ ìîæåò áûòü íå áîëåå äâóõ ñóùåñòâåííûõ
òî÷åê Øòåéíåðà, è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ðàñïîëàãàþòñÿ íà ðàçíûõ óðîâíÿõ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîíÿòíî, ÷òî ñóùåñòâåííûå òî÷êè Øòåéíåðà íå ìîãóò ðàñïî-
ëàãàòüñÿ íà óðîâíÿõ 0 è 3 (èíà÷å îíè óãëîâûå, ëèáî åñòü ñîâïàäàþùèå x-êîîðäèíàòû ó
òåðìèíàëîâ). Òî, ÷òî ñóùåñòâåííûõ òî÷åê Øòåéíåðà íå ìîæåò áûòü áîëåå äâóõ, î÷åâèäíî,
ó÷èòûâàÿ âîçìîæíóþ ñòðóêòóðó äåðåâà ñ íå áîëåå ÷åì ñ 4 âåðøèíàìè ñòåïåíè 1. Ïóñòü îáå
ñóùåñòâåííûå òî÷êè íàõîäÿòñÿ íà îäíîì óðîâíå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü
÷òî îíè íà óðîâíå 1 (èíà÷å ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íóþ êîíôèãóðàöèþ ãðàíè÷íûõ òî÷åê).
Îäíà èç íèõ çàâåäîìî ñîåäèíåíà ñ p1, äðóãàÿ | íàçîâåì åå s| ñîåäèíåíà ñ ïåðâîé è ëèáî ñ
ïàðîé p2, p3, ëèáî ñ p0 è îäíîé èç òî÷åê p2, p3. Â ïåðâîì ñëó÷àå, ïåðåìåùàÿ s íà óðîâåíü 2,
óìåíüøàåì ïîëíóþ äëèíó äåðåâà (ðàçíèöà |x2− x1| − 2|x2− x1|, ðèñ. 3, à), âî âòîðîì ñëó÷àå
àíàëîãè÷íîå ïåðåìåùåíèå íå èçìåíÿåò äëèíû äåðåâà (ðèñ. 3, á), íî ðàçíîñèò ñóùåñòâåííûå
òî÷êè íà ðàçíûå óðîâíè. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

à á

Ðèñ. 3. Èçìåíåíèå äëèíû äåðåâà ïðè ðàçíåñåíèè ñóùåñòâåííûõ òî÷åê íà ðàçíûå óðîâíè (ëèíèè èç
òî÷åê | èñõîäíàÿ ñòðóêòóðà, ïóíêòèðíûå ëèíèè | íîâàÿ): à | äëèíà äåðåâà óìåíüøàåòñÿ; á |
äëèíà äåðåâà íå èçìåíÿåòñÿ

Òåïåðü ïîñìîòðèì, â êàêèõ ñëó÷àÿõ íóæíû äâå ñóùåñòâåííûå òî÷êè, à êîãäà ìîæíî
îáîéòèñü ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì.
Åñëè åñòü ñóùåñòâåííàÿ òî÷êà íà óðîâíå 1, òî åå êîîðäèíàòû èìåþò âèä (x1, yl) äëÿ

íåêîòîðîãî l = 0, 1, 2, 3. Àíàëîãè÷íî, äëÿ óðîâíÿ 2 ñóùåñòâåííàÿ òî÷êà ìîæåò èìåòü
êîîðäèíàòû âèäà (x2, ym). Â èòîãå ïîëó÷àåì 16 ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ â çàâèñèìîñòè îò l

è m è îáîçíà÷èì èõ clm. Ñëó÷àè c1m è cl2 íå èìåþò äâóõ ñóùåñòâåííûõ òî÷åê, òàê êàê
õîòÿ áû îäèí èç êàíäèäàòîâ ñîâïàäàåò ñ òåðìèíàëîì, à âñå îñòàëüíûå èìåþò äâå T-òî÷êè.
Àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèþ â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 1 ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñóùåñòâåííàÿ
òî÷êà íà óðîâíå 1, åñëè îíà åñòü, ñîåäèíåíà ñ ïàðîé p0, p1 è ëèáî ñ ñóùåñòâåííîé òî÷êîé íà
óðîâíå 2, åñëè îíà åñòü, ëèáî ñ p2; åñëè ñóùåñòâåííîé òî÷êè íà óðîâíå 1 íåò, òî p1 íàïðÿìóþ
ñîåäèíåíà ñ p0. Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíî, ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ ñëó÷àÿ ÷åòûðåõ òåðìèíàëîâ îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ìèíèìàëüíîå äå-

ðåâî Øòåéíåðà ìîæåò ñîäåðæàòü íå áîëåå ÷åì ïî îäíîé ñóùåñòâåííîé òî÷êå Øòåéíåðà
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íà óðîâíÿõ 1 è 2, è êàê òîëüêî èõ êîëè÷åñòâà çàôèêñèðîâàíû, ñîåäèíÿþùèå ðåáðà âîññòàíà-
âëèâàþòñÿ åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç zlm äëèíó äåðåâà, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñëó÷àþ clm çà âû÷åòîì x3: â ñèëó

óïîðÿäî÷åííîñòè òî÷åê ïî x-êîîðäèíàòå, âêëàä x-êîîðäèíàò â äëèíó äåðåâà âî âñåõ ñëó÷àÿõ
áóäåò â òî÷íîñòè x3 è, ñëåäîâàòåëüíî, íå âëèÿåò íà îïòèìàëüíîñòü òîãî èëè èíîãî ñëó÷àÿ.
Âûïèøåì ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ zlm:

z00: |y3|+ |y2|+ |y1|, z20: 3|y2|+ |y2 − y1|+ |y3|,
z01: |y3 − y1|+ |y2 − y1|+ 2|y1|, z21: |y2|+ 3|y2 − y1|+ |y3 − y1|,
z02: |y3 − y2|+ |y2|+ |y1|, z22: |y2|+ |y2 − y1|+ |y3 − y2|,
z03: |y3 − y2|+ |y3|+ |y1|, z23: |y2|+ |y2 − y1|+ 2|y3 − y2|,
z10: |y3|+ |y2|+ 2|y1|, z30: 3|y3|+ |y1 − y3|+ |y2|,
z11: |y3 − y1|+ |y2 − y1|+ |y1|, z31: |y3|+ 3|y1 − y3|+ |y2 − y1|,
z12: |y3 − y2|+ |y2 − y1|+ |y1|, z32: |y3|+ |y1 − y3|+ 2|y3 − y2|,
z13: |y3 − y2|+ |y3 − y1|+ |y1|, z33: |y3|+ |y1 − y3|+ |y3 − y2|.

Íåêîòîðûå ñëó÷àè, à èìåííî c01, c10, c20, c21, c23, c30, c31, c32, çàâåäîìî íå îïòèìàëüíû:
åñëè âñå y-êîîðäèíàòû ïîïàðíî ðàçëè÷íû, òî ìîæíî óêàçàòü ëó÷øåå ðåøåíèå ñðåäè äðó-
ãèõ ñëó÷àåâ (è íå õóæå â ñëó÷àå ñîâïàäàþùèõ y-êîîðäèíàò), à èìåííî c11, c00, c00, c22,
c22, c00, c33, c33 ñîîòâåòñòâåííî (â íåêîòîðûõ èç ñëó÷àåâ îäèí ðàç ïðèìåíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|a + b| ≤ |a| + |b|). Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ 8 ñëó÷àåâ. Äëÿ èõ ðàññìîòðåíèÿ çàôèêñèðóåì
ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå y1 (ñëó÷àé íóëåâîãî y1 òðèâèàëåí, òàê êàê íà ïåðâîì óðîâíå çàâå-
äîìî íåò ñóùåñòâåííîé òî÷êè è îí áóäåò èìåòü ìåðó íóëü â äàëüíåéøèì) è ðàññìîòðèì âñå
âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ äëÿ y2 è y3. Òàê êàê âñå ìîäóëè â ôîðìóëàõ zlm ñîäåðæàò ëèáî îäíó
êîîðäèíàòó, ëèáî ðàçíîñòü ìåæäó äâóìÿ, òî äëÿ ðàñêðûòèÿ ìîäóëåé âàæíî ëèøü âçàèìíîå
ðàñïîëîæåíèå (áîëüøå, ìåíüøå, ðàâíî) òî÷åê 0, y1, y2, y3. Òàêèì îáðàçîì, ïëîñêîñòü âîç-
ìîæíûõ çíà÷åíèé y2, y3 ïðè ôèêñèðîâàííîì y1 ðàçäåëÿåòñÿ íà íåáîëüøîå ÷èñëî îáëàñòåé,
äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ìîæíî âûáðàòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ñðåäè ñëó÷àåâ zlm. Ðåçóëüòàò
ñîîòâåòñòâóþùåãî àíàëèçà ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4: êàæäàÿ îáëàñòü îòìå÷åíà áóêâîé ñî ñëåäó-
þùèì çíà÷åíèåì: C|äâå ñóùåñòâåííûõ òî÷êè,B|ìåíåå äâóõ ñóùåñòâåííûõ òî÷åê,A|
âîçìîæíû ñëó÷àè êàê ñ îäíîé òàê è ñ äâóìÿ ñóùåñòâåííûìè òî÷êàìè, äàþùèå îäèíàêîâûé
ðåçóëüòàò (ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 5).
Òåì ñàìûì ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 2. Â ñëó÷àå ÷åòûðåõ òåðìèíàëîâ âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

• ñëó÷àé îáùåãî ïîëîæåíèÿ: åñëè ñóùåñòâóåò êîîðäèíàòíàÿ îñü (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíî-
ñòè x), âäîëü êîòîðîé êîîðäèíàòû âñåõ òåðìèíàëîâ ðàçëè÷íû, òî ðåøåíèå çàäà÷è Øòåéíåðà
ñîäåðæèò òàêîå êîëè÷åñòâî ñóùåñòâåííûõ òî÷åê Øòåéíåðà, êàê óêàçàíî íà ðèñ. 4 (ïîñëå
èçîìåòðè÷íîãî ñäâèãà ãðàíèöû, ñîâìåùàþùåãî òî÷êó ñ ìåíüøåé x- êîîðäèíàòîé ñ òî÷êîé
(0,0)), ïðè÷åì äëÿ îáëàñòåé èç ðèñ. 4 îäíîçíà÷íî ñòðîèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ìèíèìàëüíîå
äåðåâî;
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Ðèñ. 4. ÎáëàñòèA,B, C â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ y2, y3

Ðèñ. 5. Ïðèìåð òàêîãî ðàñïîëîæåíèÿ ãðàíè÷íûõ òî÷åê, ïðè êîòîðîì âîçìîæíî ðåøåíèå êàê ñ äâóìÿ
ñóùåñòâåííûìè òî÷êàìè, òàê è ñ îäíîé: ñïëîøíûå ëèíèè ïðèíàäëåæàò îáîèì ðåøåíèÿì, ëèíèè èç
òî÷åê ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèþ ñ îäíîé ñóùåñòâåííîé òî÷êîé (ñëó÷àé c11 â òåêñòå), ïóíêòèðíûå|
ñëó÷àþ ñ äâóìÿ ñóùåñòâåííûìè òî÷êàìè (ñëó÷àé c00), ïðè÷åì îáà ñëó÷àÿ èìåþò äëèíó 9
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• <âûðîæäåííûé> ñëó÷àé: åñëè ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòíîé îñè íåò, òî ëèáî åñòü
äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïàðû (îäíà ñ ñîâïàäàþùèìè x-êîîðäèíàòàìè, äðóãàÿ | ñ y-êîîð-
äèíàòàìè, è òîãäà ðåøåíèå | ïàðà îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ ýòè ïàðû è, åñëè îòðåçêè íå
ïåðåñåêàþòñÿ, ñîåäèíÿþùèé èõ îòðåçîê;) ëèáî åñòü 3 òî÷êè êàê íà ðèñ.1 (âåðõíèé) è äî-
ïîëíèòåëüíàÿ òî÷êà p (è ðåøåíèå òîãäà | óãîë èç ýòèõ òðåõ òî÷åê è ìèíèìàëüíûé îòðåçîê,
ñîåäèíÿþùèé p ñ ýòèì óãëîì).

Òåïåðü, êîãäà ñôîðìóëèðîâàíà òåîðåìà 2, îïðåäåëèì âåðîÿòíîñòü êàæäîãî èç ñëó÷àåâ
âïîëíå åñòåñòâåííûì ïóòåì: ïðîïîðöèîíàëüíî îáúåìó (åñòåñòâåííî, îãðàíè÷åííîìó â îïðå-
äåëåííîì ñìûñëå) ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè â ïðîñòðàíñòâå (y1, y2, y3). Òàê êàê ãåîìåòðèÿ
îáëàñòåé íà ðèñ. 4 íå ñòîëü òðèâèàëüíà è íå îãðàíè÷åíà, íåîáõîäèìî îãðàíè÷èòü èñêóñ-
ñòâåííî è ðàññìîòðåòü ïðåäåë ïðè óâåëè÷åíèè îãðàíè÷åíèÿ. Â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ (íà-
ïðèìåð, ñì. [10]) îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ øàð óâåëè÷èâàþùåãîñÿ ðàäèóñà. Òàê êàê ìû
çíàåì, ÷òî çíà÷åíèÿ x-êîîðäèíàò íå âàæíû, à âàæåí ëèøü èõ ïîðÿäîê, òî ìû âîñïîëüçóåìñÿ
ðàâíîìåðíîé ãðàíèöåé: |yi| < E. Òàê êàê ñå÷åíèå äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ y1 èçâåñòíî, òî ëåãêî
ïîñ÷èòàòü ïëîùàäè îáëàñòåé A, B, C, îãðàíè÷åííûõ êâàäðàòîì ñî ñòîðîíîé 2E. Ïîëó÷èì
E2−Ey1+y2

1/2, 3E2/2−Ey1+y2
1/2, 3E2/2+2Ey1−y2

1 äëÿA,B èC ñîîòâåòñòâåííî. Ñëó÷àé
îòðèöàòåëüíîãî y1 ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷åí, ïîýòîìó îáúåìû ðàâíû óäâîåííûì èíòåãðàëàì
îò 0 äî E óïîìÿíóòûõ ïëîùàäåé. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì îáúåìû 4E3/3, 7E3/3 è 13E3/3

äëÿ A, B, C ñîîòâåòñòâåííî. Òåì ñàìûì äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 3. Äëÿ ÷åòûðåõòî÷å÷íûõ ãðàíè÷íûõ ìíîæåñòâ íà ìàíõåòòåíñêîé ïëîñêîñòè ñëó-

÷àé äâóõ ñóùåñòâåííûõ òî÷åê Øòåéíåðà áîëåå âåðîÿòåí â ñëåäóþùåì ñìûñëå: ïðè ëþáûõ
ðàçìåðàõ êóáà, îãðàíè÷èâàþùåãî ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ (â äàííîì ñëó÷àå y-êîîðäèíàò
òðåõ òî÷åê), îáúåì îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé äâóì ñóùåñòâåííûì òî÷êàì Øòåéíåðà, ïðå-
âûøàåò îáúåìû îñòàëüíûõ îáëàñòåé.

Çàêëþ÷åíèå

Êàê ìû âèäèì, äëÿ íåáîëüøîãî ÷èñëà òåðìèíàëîâ âîçìîæíî ïðîèçâåñòè âñå âû÷èñëåíèÿ
äî êîíöà è ñîñòàâèòü êàðòó îáëàñòåé â çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàò, ïðè÷åì â ñèëó âûáðàííîé
ìåòðèêè ãðàíèöû îáëàñòåé âåñüìà ïðîñòûå. Òàêèì îáðàçîì, åñòü øàíñ ïðîèçâåñòè àíàëî-
ãè÷íûå ðàñ÷åòû äëÿ áîëüøåãî ÷èñëà òåðìèíàëîâ (âîçìîæíî, ïðè ïîìîùè âû÷èñëèòåëüíîé
òåõíèêè). Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî ââåäåíèå ïîíÿòèÿ ñóùåñòâåííîé òî÷êè Øòåéíåðà èçáàâëÿåò
îò áîëüøîãî ÷èñëà íåîäíîçíà÷íîñòåé ðåøåíèÿ è òåì ñàìûì äàåò ëó÷øåå ïîíèìàíèå ïîëó-
÷åííûõ ðåøåíèé.
Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî äàæå íà íåáîëüøîì ÷èñëå ãðàíè÷íûõ òî÷åê çàìåòíà ðàçíèöà

ìåæäó ðàçìåðàìè ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé, â ñëó÷àå áîëüøåãî ÷èñëà ãðàíè÷íûõ òî÷åê äàííàÿ
îñîáåííîñòü ìîæåò âûðàæàòüñÿ åùå ñèëüíåå, òåì ñàìûì ïîçâîëÿÿ èñêëþ÷àòü èç ðàññìî-
òðåíèÿ áîëüøîå ÷èñëî òîïîëîãèé. Îòìåòèì åùå, ÷òî ñëó÷àè îäíîé ñóùåñòâåííîé òî÷êè
Øòåéíåðà è îòñóòñòâèÿ òàêèõ òî÷åê áûëè îáúåäèíåíû âìåñòå äëÿ îêîí÷àòåëüíîé êàðòû, íî
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â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé ýòè ñëó÷àè áûëè ðàññìîòðåíû ðàçäåëüíî. Íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà
ñäåëàòü àíàëîãè÷íóþ ñõåìó, ãäå ýòè âàðèàíòû ðàññìàòðèâàþòñÿ íåçàâèñèìî, ÷òî âàæíî äëÿ
ñëó÷àåâ ñ áîëüøèì ÷èñëîì ãðàíè÷íûõ òî÷åê.

Ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ÐÔÔÈ (ïðîåêò 13-01-00664à) è Ïðîãðàììîé Ïðåçèäåíòà
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Probabilistic Properties of Rectilinear Steiner Minimal Trees
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This work concerns the properties of Steiner minimal trees for the manhattan plane in the
context of introducing a probability measure. This problem is important because exact algorithms
to solve the Steiner problem are computationally expensive (NP-hard) and the solution (especially
in the case of big number of points to be connected) has a diversity of practical applications. That
is why the work considers a possibility to rank the possible topologies of the minimal trees with
respect to a probability of their usage. For this, the known facts about the structural properties of
minimal trees for selected metrics have been analyzed to see their usefulness for the problem in
question. For the small amount of boundary (fixed) vertices, the paper offers a way to introduce
a probability measure as a corollary of proved theorem about some structural properties of the
minimal trees.

This work is considered to further the previous similar activity concerning a problem of search-
ing for minimal fillings, and it is a door opener to the more general (complicated) task. The stated
method demonstrates the possibility to reach the final result analytically, which gives a chance of
its applicability to the case of the bigger number of boundary vertices (probably, with the use of
computer engineering).

The introducing definition of an essential Steiner point allowed a considerable restriction of
the ambiguity of initial problem solution and, at the same time, comparison of such an approach
with more classical works in the field concerned. The paper also lists main barriers of classical
approaches, preventing their use for the task of introducing a probability measure.

In prospect, application areas of the described method are expected to be wider both in terms
of system enlargement (the number of boundary vertices) and in terms of other metric spaces (the
Euclidean case is of especial interest). The main interest is to find the classes of topologies with
significantly greater/smaller probability in order to limit heavily the number of checked topologies.
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