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Концентрация напряжений – один из основных факторов, определяющих прочность 

и долговечность конструкций. Сведения о значениях теоретического коэффициента кон-

центрации напряжений (ККН) позволяют выбрать рациональную форму детали уже на 

стадии проектирования.  

В работе [1] приведены результаты экспериментальных и теоретических исследова-

ний, посвященных ККН в прессовых соединениях. В монографии Р. Петерсона [2] приве-

дены данные о ККН около одиночного отверстия, нагруженного давлением, которое рас-

положено в центре прямоугольной пластины и несимметрично около прямого угла пла-

стины; в трубе с одиночным эксцентрично расположенным отверстием, а также для труб с 

тремя и четырьмя цилиндрическими каналами малого диаметра, равномерно расположен-

ными на окружности, радиус которой R равен половине наружного диаметра трубы b при 

b/R = 2. В настоящей работе приведены результаты исследования концентрации напряже-

ний в различных деталях, нагруженных давлением, опубликованные после выхода работы 

[2]. 

В литературе можно встретить  различные обозначения теоретического ККН. Осно-

вываясь на рекомендациях справочника [3], будем обозначать его ασ. При одноосном на-

пряженном состоянии его принято определять как отношение максимального напряжения 

max  к номинальному напряжению n : ασ n max ; при неоодноосном напряженном 

состоянии - как отношение максимального эквивалентного напряжения maxe  к номи-

нальному:  

 ασ ne  max .  (1) 

Выбор номинального напряжения определяется из соображений удобства. Напри-

мер, в толстостенных сосудах, нагруженных давлением, в очаге концентрации напряжен-

ное состояние, как правило, неоодноосное. В этом случае за номинальное напряжение 

удобно применять либо давление р, либо максимальное эквивалентное напряжение, опре-

деляемое решением задачи Ламе для трубы, нагруженной внутренним давлением, т.е.  
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 n  =  21p2  ,  (2) 

где α = a/b – отношение внутреннего радиуса к наружному.  

Концентрация напряжений в деталях с цилиндрическими полостями (отверстиями), 

расположенными около цилиндрических поверхностей различной конфигурации, а также 

в стержне квадратного поперечного сечения с центральным круговым отверстием иссле-

дована в работе [4] методом конечных элементов (МКЭ). Зависимость ККН от отношении 

ab  показана на рис.1.  

Было установлено, что для рассмотренных случаев при фиксированном отношении 

ab  напряжения в сечении АВ отличаются не более чем на 10%. Поэтому кривая 1, отра-

жающая зависимость ККН от относительной толщины перемычки ab  в сечении АВ, яв-

ляется единой кривой для всех рассматриваемых вариантов. Причем, при отношении ab  

< 1,5 более опасны точки на наружной поверхности (т. А), а при ab  > 2 – точки на внут-

ренней поверхности (т. В). В интервале отношения от 1,5 до 2 эквивалентные напряжения 

в точках А и В, определяемые по энергетическому критерию, различаются не более чем на 

10%. За номинальное напряжение принято внутреннее давление р, т.е. ασ pemax . 

Кривая 2 построена по решению Ламе для толстостенной трубы, наружный диаметр кото-

рой равен 2b. Отметим, что при ab 1,75 обе кривые практически сливаются. Близкие 

результаты получены в работах [2, 5] для одиночного отверстия, расположенного в центре 

детали, имеющей квадратное поперечное сечение и в углу прямоугольной пластины.  

 

 

Рис.1. Коэффициенты концентрации в окрестности цилиндрической полости вблизи криволинейной 

поверхности полупространства 
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Концентрация напряжений в трубе с одиночным круговым отверстием, расположен-

ным эксцентрично (  = a/b = 0,5) нагруженным давлением, рассмотрена в работах [2 и 6]. 

При относительно малом эксцентриситете ( be   0,3) максимальные напряжения возни-

кают на внутреннем контуре отверстия в ослабленном сечении. При большем эксцентри-

ситете ( be   0,3) максимум перемещается на наружный контур. Значение ККН опреде-

ляли как отношение максимального окружного напряжения к внутреннему давлению. 

В [2] приведены графики ККН в трубе с тремя и с четырьмя цилиндрическими от-

верстиями одинакового диаметра d, нагруженными одинаковым давлением. Центры от-

верстий расположены на окружности радиуса 0R , равного половине наружного радиуса 

трубы R . Диаметр отверстий d =0,2R. Максимальные напряжения возникают на поверх-

ности отверстий в трубе с тремя отверстиями вблизи наружной поверхности трубы, а в 

трубе с четырьмя отверстиями – на прямой, соединяющей центры отверстий. 

Концентрация напряжений в трубе с вырезами сложной формы, нагруженной давле-

нием исследована экспериментально методом фотоупругости в работе [7]. Значение ККН 

зависит от размеров и формы выреза, числа вырезов N, толщины стенки w = b - a вне вы-

реза. На рис. 2 приведен график зависимости   от относительной ширины выреза для 

четырех цилиндрических вырезов с радиусом кривизны вершины выреза a1 при отноше-

нии w/b = 0,5. При увеличении числа вырезов значение ККН снижается обратно пропор-

ционально 
3 N . Например, при шести вырезах и w/b = 0,5 и w/a1 = 9,95   = 2,26 – 2,43, 

а при w/b = 0,7 и w/a1 = 10,4   = 1,8 – 2,07. Отличие в значениях ККН при одинаковых 

параметрах w/b и w/a1 объясняется методикой его определения [7]. 

 

 

Рис. 2 - График зависимости   от относительной толщины стенки у дна выреза 
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Если вершина выреза имеет форму отличную от круговой, то ККН определяют по 

выражению  

1  = 1K , 

где   - ККН в вершине с круговым контуром, а 1K  - поправочный коэффициент, зави-

сящий от параметров и формы вершины выреза. Графики поправочного коэффициента 1K

, приведены на рис. 3. Буквами А и В отмечены кривые, соответствующие зонам концен-

трации. C увеличением отношения a1/c (рис.3а) или r/c (рис. 3б) максимальные напряже-

ния возникают в окрестности т. В. 

Концентрация напряжений в трубе с неглубокими широкими вырезами в зависимо-

сти от радиуса скругления исследована экспериментально [8] и численно [9]. 

 

 

Рис.3 – Графики поправочного коэффициента K1 

 

Исследование концентрации напряжений в корпусе аксиально – поршневой гидро-

машины проведено численно МКЭ [10, 11]. Конструктивно блок цилиндров представляет 

собой полый цилиндр с рядом отверстий (чаще всего 7 или 9) расположенных на равном 

расстоянии от оси вращения (рис.4), часть из которых заполнена рабочей жидкостью. 

Причем, уровень рабочей жидкости в цилиндрах различен – максимальный в центральном 

цилиндре.  
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Рис.4. Модель блока цилиндров с 9 отверстиями 

Значение ККН ασ определяли по формуле (1), за номинальное напряжение принима-

ли внутреннее давление. В [10] была рассмотрена плоская модель сектора блока цилинд-

ров, нагруженного давлением. В [11] анализ напряженного состояния был проведен на 

объемной модели. Давление прикладывалось по части цилиндрической поверхности ци-

линдра в зависимости от положения поршней в цилиндрах. При этом не учитывались тех-

нологические канавки в цилиндре, выпускные отверстия в дне блока цилиндров рассмат-

ривались в виде прорезей, образованных дугами окружностей (рис.5), и не учитывалось 

давление на стенки цилиндра вдоль образующей поршня. Осевая нагрузка компенсирова-

лась уравновешивающим давлением с наружной стороны днища. 
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Рис. 5 – Зависимость ККН от относительной толщины стенки корпуса; кривая 1 – объемная модель, кривая 2 

– плоская модель 

 

Попутно исследовано также влияние толщины дна h корпуса на концентрацию на-

пряжений в придонной части [11]. График зависимости ККН от относительной толщины 

дна дан на рис.6. 

 

 

Рис. 6 – Зависимость ККН от относительной толщины дна h 
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Результаты экспериментального исследования методом фотоупругости на объемных 

моделях напряженного состояния в придонной части толстостенной трубы, нагруженной 

внутренним давлением, с днищами различной формы приведены в работе [12]. Были ис-

следованы две модели с плоскими днищами разной толщины (модели 1 и 2) и одна со 

сферическим днищем (модель 3). В качестве примера на рис.7 представлены графики  на-

пряжений, оказавшихся наибольшими, для модели 1. Распределение эквивалентных на-

пряжений, отнесенных к давлению, на внутренней поверхности модели показано справа, а 

на наружной поверхности - слева. Цифрами даны максимальные значения e   

 

 

Рис.7 – Распределение относительных эквивалентных e   напряжений на внутренней (справа) и наружной 

(слева) поверхностях  

 

В таблице 1 приведены значения ККН ασ, для исследованных моделей, определен-

ные как отношение максимального эквивалентного напряжения maxe , полученного на 

моделях, к номинальному эквивалентному напряжению, подсчитанному по формуле (2).  

 

Таблица 1Значения ασ для моделей с различными геометрическими параметрами 

№ модели ασ α R/a H/a 

1 1,63 0,67 0,167 0,67 

2 1,18 0,5 0,167 1 

3 1,09 0,5 1 1 

 

Для частного случая толстостенной трубы с днищами ( = a/b = 0,655, R/a = 0,133) 

(рис.7) в работе [4] получено значение ККН ασ = 1,28 ( maxe  = 4,1р), что несколько отли-
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чается от результатов, пприведенных в [12]. Это может быть следствием различия в мето-

диках определения ККН.  

В этой же работе проведено исследование влияние формы днища, имеющего кони-

ческую воронку, на концентрацию напряжений. На рис.8 показаны графики зависимости 

относительных эквивалентных напряжений maxe , которые могут быть приняты за теоре-

тический ККН при номинальном напряжении n  = р, в вершине воронки от относитель-

ной глубины воронки Bss   и относительной толщины днища HBB   (H = b - a) при 

фиксированных размерах a = 15 мм, b = 23 мм, R = 2 мм и   = 60
°
. Из графиков следует, 

что безопасная глубина конической воронки может составлять до половины толщины 

днища. 

 

 

Рис.8 - Графики зависимости maxe , от относительной глубины воронки BSs   и относительной 

толщины днища HBB   

 

В работах [13 – 15] приведены результаты экспериментального исследования, вы-

полненного методом оптически чувствительных вклеек, напряженного состояния в поли-

мерной модели элемента прямоугольного корпуса, состоящего из двух цилиндрических 

полостей, соединенных каналом ( r 14,5 мм, b = 39 мм (  = 0,745), 0l 34 мм, l  79 мм, 

рис.9) при нагружении внутренним давлением обеих полостей. Основное внимание было 

уделено влиянию формы и размеров соединительного канала на концентрацию напряже-

ний. Было отмечено также возрастание напряжений в зоне перехода от стенок каналов к 
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днищу корпуса, хорошо согласующееся с данными работы [12]. При этом значение ККН 

оказались несколько меньше приведенного в таблице 1 для модели 2.  

 

 

Рис. 9 - Модель элемента корпуса с соединительным каналом 

 

На рис.10 справа показано распределение безразмерных эквивалентных напряжений, 

определенных по критерию наибольших касательных напряжений, на контуре горизон-

тального соединительного кругового канала диаметром 7 мм канала. Там же слева показа-

но распределение безразмерных эквивалентных напряжений на контуре горизонтального 

овального соединительного канала (d = 5 мм, 2b1 = 9 мм). За номинальное напряжение 

принято внутреннее давление. На контуре овального канала происходит выравнивание 

напряжений и, как следствие, значение ККН ασ снижается с 12,1 до 7,2. При одинаковой 

площади сечения канала кругового сечения и канала эллиптического или овального сече-

ния приводит к снижению ККН на 30%. Теоретический расчет методом граничных эле-

ментов  подтвердил эту закономерность [13]. 

 

 

Рис.10. Распределение e  на контуре горизонтальных соединительных овального (слева) и кругового 

(справа) каналов 
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Кроме этого было исследовано методом фотоупругости [15] влияния угла наклона 

кругового соединительного канала   в плоскости ZX  (рис.8) на концентрацию напря-

жений. Было установлено, что значения ККН практически не зависят от угла наклона ка-

нала.  

Нагружение короткого цилиндра внутренним давлением по части длины образую-

щей исследовано аналитически с использованием уравнений теории упругости в работе 

[16]. Рассмотрены четыре варианта трубы – длинная (длина в 10 раз превышает внутрен-

ний диаметр) и короткая (длина равна двум диаметрам) каждая с двумя значениями пара-

метра α = 1/3 и α = 2/3.  

На рис.11 показана расчетная схема и приведены графики теоретического ККН ασ, 

подсчитанного по энергетическому критерию. Сплошные линии соответствует отноше-

нию h/a = 10, а штриховые – отношению h/a = 2. В поле графика указаны значения отно-

шения b/a = 3 и b/a = 1,5. Опасное сечение в зависимости от геометрических параметров 

находится либо вблизи среднего сечения (z = 0), либо на границе нагруженной области.  

 

 

Рис. 11 – Графики теоретического ККН ασ, подсчитанного по энергетическому критерию. 

 

Аналогичная задача была решена экспериментально методом объемной фотоупруго-

сти на моделях с размерами a = 12 мм, b = 42 мм, l = 24 мм, h = 5 мм [17, 18]. Внутреннее 

давление моделировали осевым сжатием сплошного цилиндра, выполненного из резины. 

Предварительно экспериментально было установлено, что при рабочих нагрузках ради-

альное давление р, оказываемое на внутреннюю стенку, становится равным осевому дав-

лению р0. Там же приведена методика определения коэффициента бокового давления ξ = 

р/р0 при прессовании реальных порошков и приведены графики зависимости ξ от жестко-

стей матрицы и таблетки. Значение ККН для исследованной модели ασ = 1,5. 

Заключение 

Приведенные в настоящем обзоре работы являются дополнением к классическим об-

зорам, опубликованным ранее. Повышению достоверности и практической ценности ре-
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зультатов определения ККН способствовало во многих случаях использование различных 

методов исследования – аналитических, численных и экспериментальных. 
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