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Введение  

Одним из способов проверки практических навыков и закрепления знаний студентов 

по изучаемому предмету служит курсовая работа (КР). Это широко распространенная 

практика для студентов старших курсов. Наиболее эффективна КР по дисциплинам, изу-

чаемым в течение двух семестров, когда в первом семестре излагают основные теоретиче-

ские положения, а во втором – идет или только выполнение КР или одновременно с вы-

полнением КР продолжается изложение новых разделов дисциплины, некоторые из кото-

рых могут быть включены в КР. Примером первого служит КР по «Деталям машин». На 

младших курсах КР можно проводить по таким дисциплинам, как «Теоретическая меха-

ника», «Сопротивление материалов», «Техническая механика» или «Строительная меха-

ника стержней». В настоящее время контроль усвоения практических навыков по ним 

проводится посредством домашних заданий, содержащих, как правило, задание по какой 

либо одной теме. Подобный подход, на наш взгляд, логичен на начальной стадии изуче-

ния дисциплины (в первой части, при изучении базовых понятий). Во второй части курса 

полезно применять методику проверки и оценки знаний студентов, предложив им задание, 

максимально приближенное к реальным расчетам.  

В настоящей работе предлагается в качестве примера курсовая работа по «Сопро-

тивлению материалов» взамен применяемых домашних заданий. В основу тематики КР 

положен учебный план курса «Сопротивление материалов», читаемый в МГТУ им. 

Н.Э.Баумана для машиностроительных специальностей. В КР включены следующие раз-

делы статики стержневых систем: статически неопределимые задачи растяжения-сжатия, 

изгиба; устойчивость и расчеты по предельному состоянию. В качестве расчетной схемы, 
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представленной на рис.1, предложена упрощенная модель реальной рычажной конструк-

ции механической системы управления агрегатами, расположенными на значительном 

удалении от оператора (например, тяги управления элементами крыла самолета) [1 - 3]. 

Методика выполнения работы максимально приближена к проектировочному расчету, 

выполняемому инженером конструктором.  

 

 

Рис.1 

 

По условию для заданной стержневой системы требуется из расчета на прочность и 

устойчивость определить размеры поперечного сечения тяг (далее стержней) и траверсы 

(далее балки), после чего определить предельную нагрузку. Все стержни имеют одинако-

вую, постоянную по длине, площадь поперечного сечения; балка также имеет постоянное 

сечение заданной формы.  

Для контроля ритмичности выполнения курсовой работы она может быть разбита на 

3 – 4 модуля (этапа). Выполненная работа может быть защищена после полного заверше-

ния или поэтапно по мере выполнения каждого из модулей (этапов). 

Рассмотрим подробно алгоритм выполнения работы. Стержневая система, показан-

ная на рис.1, является дважды статически неопределимой. Для ее решения рекомендуется 

использовать метод сил [4, 5]. Система канонических уравнений в данном случае имеет 

вид 
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Коэффициенты 
ij  этой системы вычисляют по правилу Мора с учетом, как изгиб-

ной жесткости балки, так и жесткости стержней на растяжение (сжатие), т.е. 

 
ij  =  
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где cc AE  – жесткость поперечного сечения стержней при растяжении (сжатии), 

xtt IE  – жесткость поперечного сечения балки при изгибе, 

n – число стержней. 

При неизвестных размерах поперечных сечений стержней и балки не известно от-

ношение Ac/Ixt, следовательно, алгебраическая система из двух уравнений (1) имеет 3 не-

известных. Указанное затруднение можно преодолеть, используя метод последовательных 

приближений, принимая в первом приближении либо стержни, либо балку абсолютно же-

сткими. В этом случае одно из слагаемых в выражении (2) обращается в ноль, и все коэф-

фициенты 
ij , входящие в систему (1), пропорциональны множителю cc AE  или xtt IE .  

Удобнее, на наш взгляд, считать балку абсолютно жесткой. 

После раскрытия статической неопределимости и определения внутренних силовых 

факторов (нормальных сил в стержнях и изгибающих моментов в балке) из расчета на 

прочность находят минимально допустимую площадь Ас стержней и размеры поперечного 

сечения балки. Окончание данного этапа можно рассматривать в качестве первого модуля 

(этапа). Его трудоемкость составляет 10 - 20% в зависимости от общего объема проекта. 

Следующий модуль (этап) - из расчета на устойчивость определение минимального 

момента инерции поперечного сечения сжатых стержней и размеров их поперечного сече-

ния.  

При расчете на устойчивость необходимо учитывать, что в данной расчетной схеме 

один из стержней (стержень АВ на рис. 1) нагружен двумя осевыми силами, вследствие 

чего его верхняя часть АС может оказаться растянутой. Определение критической силы 

стойки, нагруженной двумя продольными силами по схеме Эйлера в общем курсе «Со-

противление материалов» не рассматривается, поэтому критическую силу следует опре-

делять энергетическим методом [1]. Если же работа является выпускной для бакалавров 

по специальности «Прикладная механика», то критическую силу следует определять ме-

тодом Эйлера, [5 - 7]. 

Для определения критической нагрузки с помощью энергетического метода уравне-

ние баланса энергии представим в виде (рис. 2). 
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v(z) – уравнение изогнутой оси стержня, потерявшего устойчивость (на рис.2 дефор-

мированный стержень показан штриховой линией). 

 

 

Рис.2  

 

В этом случае критическую силу F c r  определяют по формуле: 
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Если сила к F c r , приложенная в сечении А ,  направлена вверх, то работа ее будет от-

рицательной, и перед вторым слагаемым в знаменателе выражения (3) нужно поставить 

знак "минус". Трудоемкость данного модуля зависит от способа определения критической 

силы: энергетическим методом или «точным» методом и может быть в зависимости от 

этого оценена от 10 до 40% от общего объема. 

После определения размеров поперечных сечений стержней и балки проводят пове-

рочный расчет: вновь вычисляют коэффициенты системы (1) с учетом обоих слагаемых в 

формулах (2), находят уточненные значения внутренних силовых факторов и. Если полу-

ченные значения коэффициентов запаса отличаются более чем на 10% от нормативных 

значений то необходимо изменить размеры и повторить поверочный расчет. Трудоем-

кость этого модуля можно оценить в 10 - 20% в зависимости от общего объема проекта. 

Последний этап состоит в определении несущей способности конструкции. Этот 

этап может быть опущен, если расчет по предельному состоянию не входит в программу 

курса, по которому выдан курсовой проект. 

Несущую способность рекомендуется исследовать с помощью кинематического ме-

тода, согласно которому нагрузка, соответствующая какому-либо кинематически возмож-
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ному состоянию (КВС), больше или равна действительной предельной нагрузке. Под КВС 

понимают такое деформированное состояние конструкции, при котором выполняются ус-

ловия совместности перемещений и кинематические граничные условия, т.е. условия, за-

крепления элементов конструкции. При анализе КВС материалы считают идеально-

пластичными, т.е. упругие деформации не учитывают, поэтому часть балки, заключенную 

между пластическими шарнирами, считают прямолинейной. При этом необходимо иметь 

в виду, что в сжатых стержнях предельному состоянию может соответствовать не только 

выход материала стержня за пределы упругости, но и переход стержня к новой форме 

равновесия – к потере устойчивости сжатой стойки. 

На рис. 3 показаны графики зависимости силы от перемещения F(w) сечения А  сжа-

той стойки. Нижний излом на графике (точка а) соответствует потерe устойчивости и пе-

ремещение w  = cr c cF l E A
 = minc cmI lA

, а верхний (точка b) – выходу за пределы упру-

гости и перемещение w  = cc AElFlim  = cT Al
. Здесь T  - предел текучести материала 

стержня. Таким образом, под предельным состоянием в сжатом стержне следует понимать 

либо потерю устойчивости, либо выход за пределы упругости. 

 

 

Рис.3 

 

Рассмотрим конкретный пример выполнения курсовой работы 

Принимаем следующие размеры:  l1 = 6l, l2 = 8l, l3=2l, l4=4l, a1= a2 = a3 =a4 = l = 0,1м; 

толщина стенки трубы t = 1 мм, наружный диаметр трубы брать в соответствии с ГОСТ 

18475-82. Сила F = 10 кН, нормативный коэффициент запаса по текучести [n]Т = 1,4 и по 

устойчивости [n]У = 2,5. Материал стержней – сплав Д16Т (Eс - 72 ГПа, T  = 240 МПа); 

материал балки – сталь Ст.30 (Еt = 200 ГПа, T  = 320 МПа).  

Решение 

Основная система (ОС) и эквивалентная система (ЭС) показаны на рис.4 слева и 

справа соответственно. Цифрами на ОС обозначены номера стрежней. Нижний стержень 

разделен два участка, обозначенных цифрами 3 и 4. изгибающий момент в траверсе изме-

няется линейно и изломы эпюры возможны в трех сечениях: O, E и D. 
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Рис.4 

 

Коэффициенты системы канонических уравнений (1) будем определять методом 

Мора, применяя правило Верещагина. На рис. 5 показаны эпюры внутренних сил – нор-

мальных сил в стержнях и изгибающего момента в балке. Для удобства перемножения 

эпюры отмечены символами, совпадающими с индексами коэффициентов 
ij : от заданной 

нагрузки – буквой р, а от единичных сил, приложенных вместо неизвестных Х1 и Х2, – 

цифрами 1 и 2 соответственно. 

 

Рис.5 
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После перемножения эпюр получаем следующие выражения для коэффициентов 
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Подставив эти выражения в систему (1), получим 
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где β = 
  xtt

2

cc IElAE
. 

В первом приближении траверсу считаем абсолютно жесткой, вследствие чего ко-

эффициент β= 0. Решив систему (4), получим X1 = -1,026F, Х2 = 0,346F. Нормальные силы 

iN  и изгибающие моменты в характерных сечениях xiM  определяем по выражениям:   

 
41iip22i11ii NXNXNN ... ; 

31iip22xi11xixi MXMXMM ... . (5) 

Согласно (5) получаем N1 = -0,231F, N2 = 0,346F , N3 = -0,026F , N4 = - 1,026 F; 1xM  = 

-0,231Fl, 2xM  = 0,397Fl, 3xM  = 0,026Fl. Эпюры внутренних сил (Ni и Мх) представлены на 

рис. 6 слева. Как следует из эпюр, 
max

N  = 1,026 F и 
maxxM  = 0,397Fl. Условия прочности 

при растяжении и изгибе имеют соответственно вид:  

  
TT nAN  

maxmax
;   

TTxx nWM  
maxmax

. (6) 

Из условия прочности определяем размер поперечного сечения стержней: 

А ≥ T4 nN ][  = 59,8 мм
2
,  

т.е средний диаметр трубки Dm = 19,0 мм. 

Вычисляем размеры того же стержня из расчета на устойчивость. Стержень сжат 

двумя силами: 1,026 F и 0,026 F, т.е. k = 0,025. 

Критическую нагрузку будем определять, используя энергетический метод, для чего 

зададим уравнение изогнутой оси потерявшего устойчивость стержня, удовлетворяющее 

как кинематическим, так и силовым граничным условиям. Для шарнирно опертого стерж-

ня граничные условия имеют вид (рис.2): 

при 0v0v0z  , , при 0v0vlz c  , . Отметим, что cl  = 6 l  (рис.1).  

Наиболее просто задать уравнение упругой линии в виде полинома, степень которо-

го равна числу граничных условий. В нашем случае 

v(z) = c0 + c1z + c2z
2
 + c3z

3
 +c4z

4
. 

Используя граничные условия, получаем v(z) = c4 (
43

c

3

c zzl2zl  ). Вычислив инте-

гралы, входящие в формулу (3), получаем crF  =  17,9
2

cxcc lIE
.  Уравнение изогнутой оси 

можно задать также с помощью тригонометрических функций, например v(z) = 
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 lzC sin . При этом все граничные условия выполнены. После вычислений получаем 

crF  =  17,8
2

cxcc lIE
.  

Таким образом, при использовании двух различных уравнений изогнутой оси полу-

чили практически одинаковый результат. 

Момент инерции тонкостенной трубы с размерами 
mD  = 19,0 мм t  = 1 мм 

8tDI 3

mxc   = 2690 мм
4
. Следовательно crF  = 9,63 к Н, что меньше 1,026  ynF  . Опреде-

лим диаметр трубки из условия crF  ≥ 1,026  ynF  . Для этого момент инерции трубки 

8tDI 3

mxc   ≥ 1,026   T

2

cy E917lnF ,  =7165 мм
4
. и ее средний диаметр должен быть не 

менее 26,3 мм. В первом приближении выбираем трубку с размерами 
mD  =27 мм и t  = 1 

мм, у которой Аc = 84,8 мм
2
, xcI  = 7730 мм

4
. 

Найдем размеры поперечного сечения траверсы. Момент инерции поперечного се-

чения представим в виде разности моментов инерции двух прямоугольников 5а4а и 3а

3а. Тогда xtI  =   12a5a4
3

 –   12a3a3
3

  = 34,9 а
4
. Момент сопротивления xW = a52I xt ,

=14,0 а
3
. Из условия прочности (5) при изгибе находим характерный размер поперечного 

сечения а:   TTxx nMW 
max

 →  3
TT 014n0,397Fla  ,  = 4,99 мм. Принимаем – а = 

5 мм. Т.е. xtI  = 2,81·10
4
 мм

4
. 

Следующий этап – поверочный расчет с учетом податливости траверсы. При вы-

бранных размерах входящий в систему уравнений (4) коэффициент β = 14,0. Решив систе-

му (4), получим X1 = -0,952F, Х2 = 0,446F. Используя соотношения (5), устанавливаем:  

N1 = -0,253F, N2 = 0,446F, N3 = 0,048F, N4 = -0,952F; 1xM  = -0,253Fl, 2xM  = 0,349Fl, 

3xM  = -0,048Fl. Определяющим фактором при выборе размеров стержней являлся расчет 

на устойчивость. Теперь условия нагружения нижнего стержня изменились. Его верхняя 

часть растянута силой 0,038F, а нижняя сжата силой 0,952F. Используя формулу (3), по-

лучаем crF  =  20,7
2

x cEI l
( коэффициент k = -0,050). Из расчета на устойчивость определя-

ем минимальные значения момента инерции xcI  = 5810 мм
4
 и соответствующий ему сред-

ний диаметр 
mD  = 24,5 мм. Принимаем 

mD  = 25 мм. Ему соответствует Аc = 78,5 мм
2
, xcI  

= 6140 мм
4
. Максимальный изгибающий момент в балке уменьшился от 0,397Fl до 0,349 

Fl. Характерный размер поперечного сечения а также уменьшился до 4,78 мм, а общая 

высота сечения до 23,9 мм. Принимаем а = 4,8 мм, тогда xtI  = 1850 мм
4
. 

Повторив поверочный расчет при β = 15,7 получим X1 = -0,948F, Х2 = 0,452F; N1 = -

0,252F, N2 = 0,452F, N3 = 0,052F, N4 = -0,948F; 1xM  = -0,252Fl, 2xM  = 0,348Fl, 3xM  = -

0,052Fl; crF  =  20,9
2

x cEI l
 ( коэффициент k =-0,055). Различие в значениях внутренних 

силовых факторов между первым и вторым поверочными расчетами невелико и поэтому 

размеры поперечных сечений оставляем без изменений. Определяем расчетные значения 
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коэффициентов запаса. У стержней 
max

  = 9480/78,5 = 121 МПа и Tn  = 2; у траверсы xW  

= 1550 мм
3
 и 

max
  = 0,348·10

4
·100/1550 = 225 МПа, т.е. Tn  = 1,42. Критическая сила сжа-

той стойки crF  = 25,7 кН, т.е. коэффициент запаса по устойчивости составляет 2,57. 

Соответствующие этим размерам значения внутренних сил приведены на рис. 6. В 

скобках приведены значения внутренних сил, полученные по результатам первого пове-

рочного расчета.  

 

 

Рис.6 

Определение предельной нагрузки  

В общем случае для наступления предельного состояния в п раз статически неопре-

делимой конструкции необходимо, чтобы "вышел из строя" п + 1 элемент. "Вышедший из 

строя элемент" в балке – это пластический шарнир (сечение, в котором изгибающий мо-

мент равен предельному моменту Мпр), в растянутом стержне – сечение с напряжением 

T , в сжатом стержне – сечение с напряжением - T , или сжатие стержня силой crF . В 

рассматриваемой конструкции семь элементов (рис. 1), которое могут "выйти из строя": 

стержни 1, 2, 3, 4 и пластические шарниры в сечениях О, D, Е в балке. Так как балка на-

гружена сосредоточенными силами, то пластические шарниры могут возникнуть только в 

тех сечениях, в которых силы приложены. Так как система два раза статически неопреде-

лима, то в общем слeчае для полного анализа необходимо рассмотреть 35 КВС (число со-

четаний из 7 по 3). Это число может быть уменьшено при наличии решения в пределах 

упругости и использовании соотношений статики (уравнений равновесия).  
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Найдем предельную нагрузку для отдельных элементов. Стержень 1 может перейти 

в предельное состояние либо вследствие потери устойчивости, либо из-за перехода из уп-

ругого состояния в пластическое. В первом случае 
прN1
  = crF  = 

 22 6lIE xcc
 = 12,1 кН, 

во втором – 
прN1
  = T  Ас = 18,8 кН. Следовательно, в предельном состоянии в стержне 1 

прN1
 = 12,1 кН. Стержень 2 растянут и N2пр = 18,8 кН. В стержне 3 предельная нагрузка 

зависит от соотношения между силами в верхней и нижней частях стойки, которые, в 

свою очередь, зависят от рассматриваемого КВС. Поэтому предельную нагрузку для этого 

элемента будем определять для конкретного КВС. 

Перейдем к расчету балки (рис. 7). Предельный изгибающий момент в балке Мпр = 2 

T  *

xS  = 20,5 T  а
3
 = 725 Нм. Из условия равновесия части конструкции. расположенной 

слева от сечения 0, получаем 
прN1

 = Мпр /l = 725/0,1 = 7,25 кН, что меньше 
прN1

. Следова-

тельно, в стержне 1 напряжения остаются ниже предела текучести. Но в сечении О обра-

зуется пластический шарнир. Так как при определении предельной нагрузки упругими 

деформациями можно пренебречь, то можно считать, что стержень 1 не изменил длины, и 

левая часть балки не повернулась. Согласно упругому решению напряжения на участке 

АС (рис.4) значительно меньше предела текучести и маловероятно, что в этой части 

стержня АВ появятся пластические деформации, а в сечении D образуется пластический 

шарнир. Остается рассмотреть две наиболее вероятные схемы потери несущей способно-

сти, показанные на рис. 7а и 7b. В первом варианте стрежень АВ остается упругим, а 

стержень 2 удлиняется, т.е. N2 = N2пр. При этом узел А остается на месте, а в сечении Е об-

разуется пластический шарнир – балка «ломается» (рис.7а). Во втором варианте участок 

балки OА поворачивается, оставаясь прямым, т.е. везде изгибающий момент меньше пре-

дельного, а стержни 2 и 4 теряют несущую способность (рис.7b).  

 

 

Рис.7 

 

Начнем с анализа первого варианта (схемы 7а). Рассмотрев равновесие части конст-

рукции ОDА, расположенной справа от сечения О, и ЕDА – справа от сечения Е, получим 

два уравнения:  
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0332 4

'

2

'  lNlFlNlFMM прпрпрO , 022 4

'

2  lNlFlNMM прпрO . 

Исключив из них неизвестную силу N4, находим: lMNF прпр 5,222

'   = 27,5 кН. 

Согласно схеме 7b, стержень АВ либо теряет устойчивость, либо "течет". Предполо-

жим, что в нижней части стержня напряжения равны пределу текучести. Тогда N4 = 18,8 

кН. Из уравнения равновесия части конструкции ОDА, следует: 

lMNNF прпр 4432 42   = 25,3 кН. 

Согласно кинематической теореме действительная предельная нагрузка равна миной 

из всех рассмотренных вариантов, т.е. 
прF  = 25,3 кН. С целью проверки правильности со-

ответствия выбранного КВС действительному предельному состоянию определим значе-

ния изгибающего момента в сечении Е траверсы, напряжения в верхней части стержня АВ 

и критическую силу для стержня АВ. Согласно схеме 7б lNlFlNM прxE 22 42   = 0,58 

Нм, что меньше предельного. Т.к. N4 = 18,8 кН < 
прF , то верхняя часть стержня растянута 

силой N3 = 
прF –N4 = 6,5 кН, что меньше T Ас.. По формуле (3) определяем crF  =  54,4

2

cxcc lIE
 =  66,8 кН ( k = -0,346) . Следовательно, стержень не теряет устойчивости. 

Сравнив предельную нагрузку с заданной, устанавливаем, что коэффициент запаса 

конструкции по несущей способности 
прn  превышает расчетный коэффициент по текуче-

сти Tn  в 2,5 раза. 

Заключение 

Предлагаемая курсовая работа объединяет в единое целое 4 отдельных домашних 

задания по курсу «Сопротивление материалов» или по части курса «Техническая механи-

ка», а именно: статически неопределимые стержневые системы растяжения – сжатия; ста-

тически неопределимые задачи изгиба; устойчивость сжатых стоек и расчет по предель-

ному состоянию при изгибе.  

Модульная система компоновки материала, предложенная в этой работе, легко мо-

жет быть применена при расчете конструкции с элементами, работающими при неоодно-

осном напряженном состоянии (пространственные стержневые системы, оболочки, пла-

стины).  

Расчет сжатой стойки, нагруженной двумя силами, в постановке Эйлера повышает 

её сложность, вследствие чего она может быть использована в качестве выпускной работы 

для бакалавров по специальности «Прикладная механика». 
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