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Для описания пространственно-неоднородных течений газа в широком диапазоне чисел Кнуд-

сена создана математическая модель на основе статистического метода частиц в ячейках и раз-

работан алгоритм для расчета параметров течения разреженного газа в вакуумной системе. Ос-

новные допущения, принятые в модели: столкновение молекул рассматривается как упругий 

удар жестких сфер; учитываются только бинарные столкновения; молекулы газа движутся хао-

тически; время столкновения стремится к нулю; распределение скоростей молекул определяет-

ся законом Максвелла. В работе дана схема расчета проводимости вакуумных систем в моле-

кулярном и переходном режимах течения и представлены данные, полученные в результате 

численного эксперимента. 

Ключевые слова: вакуум, статистическое моделирование, метод частиц в ячейках, 

проводимость, неоднородное течение газа 

 

Введение 

Одним из наиболее важных параметров вакуумных системы является проводимость, 

которая определяется режимом течения и геометрией системы.  

Теории, позволяющей описать течение газа в переходном  режиме 0,01<Kn<0,33 [1], 

в настоящее время не существует. Также не разработан и метод расчета параметров тече-

ния в переходном режиме, подходящий для систем с геометрией любой сложности и учи-

тывающий взаимодействие молекул газа со стенками канала и между собой. 

Методы, которые используются для численного моделирования и расчета парамет-

ров газовых потоков, охватывают ряд частных случаев, а границы их применимости зави-

сят от степени разрежения. Для вязкостного режима течения газа численное решение 

уравнений Навье-Стокса традиционными методами (метод конечных разностей, метод ко-

нечных объемов, спектральные методы и т.д.) не представляет сложности. Для режима 

скольжения 3 110 10Kn    данный подход все еще может использоваться, но необходимо 

учитывать граничные условия скольжения на стенке канала. Karniadakis и Beskok [2] раз-

работали спектральный алгоритм «μflow», позволяющий применять уравнения Навье-

Стокса для моделирования газовых потоков в вязкостном режиме и режиме скольжения. 

http://technomag.bmstu.ru/doc/742647.html
http://technomag.bmstu.ru/doc/742647.html
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Для моделирования переходного режима течения газа лучше подходят молекулярные ме-

тоды. Метод прямого моделирования Монте-Карло, разработанный Бердом [3], изначаль-

но широко использовался для расчета потоков разреженных газов [4,5]. Тем не менее эти 

методы не учитывают взаимодействие между частицами, которое свойственно для пере-

ходного режима течения. 

Рассмотренные методики расчета подтвердили необходимость разработки методики 

расчета параметров газа в переходном режиме течения, подходящей для систем с геомет-

рией любой сложности, дающей возможность учесть взаимодействие газа со стенкой и не 

накладывающей ограничений на скорость течения. 

1. Статистический PIC-метод 

Методом частиц в ячейках (или PIC-метод), разработанный Ф. Х. Харлоу [6], при 

правильном задании граничных условий позволяет достаточно точно смоделировать ис-

следуемый процесс. Основой численного эксперимента является расщепление физических 

процессов межмолекулярных столкновений и движения частиц на временном шаге t . 

Моделируемая среда заменяется системой из конечного числа N частиц фиксированной 

массы, распределенных по ячейкам неподвижной сетки. Процесс эволюции такой сово-

купности частиц на t можно разделить на два этапа: 

Изменение внутреннего состояния совокупности частиц, находящихся в ячейках, в 

предположении их неподвижности (столкновительная релаксация). 

 Смещение частиц пропорционально их скоростям и шагу по времени без изменения 

внутреннего состояния подсистем (бесстолкновительная релаксация). 

2. Основные допущения 

В модели были приняты следующие основные допущения: 

1) столкновение молекул рассматривается как упругий удар жестких сфер; 

2) учитываются только бинарные столкновения; 

3) молекулы газа движутся хаотически; 

4) время столкновения стремится к нулю; 

5) распределение скоростей молекул определяется законом максвелла; 

6) при взаимодействии молекул газа со стенкой коэффициент аккомодации равен 

единице. 

3. Математическая модель течения газа и алгоритм определения 

проводимости 

Под столкновением подразумевается случайное событие, в результате которого точ-

ка C={c1,..,cN} мгновенно изменяет свое значении на 'С , причем результатом столкнове-

ния может быть изменение значений лишь какой-либо одной пары векторов ( , )i jc c ; но-
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вые значения ', 'i jc c  пары испытавшей столкновение – случайные величины, но 

( ) / 2ig i j G c c  и | |ig i jg  c c  не меняются в результате столкновения.  

Эволюция точки ( )tC  определяется последовательностью столкновений, разделен-

ных случайными интервалами времени T. Вероятность того, что в ячейке объемом V, в ко-

торой находится N частиц, в момент времени t столкнулась пара частиц ( , )i jc c  номером 

1,2,.., пр пm N N   (при условии, что данный момент столкновение одной из пар состоя-

лось) равна [7] 

m
mP




 , 

где 
ij

m

g

V


  , 2

4
gd


  - полное сечение столкновений, 

1

=
k

m

m

 


 - условная частота 

столкновений пар при фиксированном наборе 1,.., kg g . 

Время ожидания столкновения имеет распределение 

( ) { } 1F P T e       , 

которое не зависит от выбора начала отсчета и от пары ( , )i jc c  реализующей это столкно-

вение, и определяемое состоянием C  всей системы в целом до столкновения. 

В соответствии с принятыми допущениями ( )g g const  . Пусть исследуемый ин-

тервал времени t  равен времени свободного пробега. Тогда на каждом интервале време-

ни должно выполняться равенство: 

1

k

c m

m

s t t 


      , 

где 
cs  - среднее число столкновений. 

Плотность ( )f T  распределения слагаемых 
iT , при которой среднее число столкно-

вений 
ts  удовлетворяет равенству 

ts t , имеет вид: 

( ) tf t e   , 

а соответствующее ей распределение равно: 

10

( ) ( ) 1

t k
t

m

m

F T f T dT e   



     . 

Важной особенностью F(T) является то, что время ожидания T очередного столкно-

вения определяется состоянием всей системы частиц в ячейке, и, следовательно, оно не 

зависит от того, столкновение какой пары m разыгрывается. 

Далее приведен алгоритм реализации математической модели для вычисления про-

водимости. 

На первом этапе моделируются только столкновения частиц: 
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1. В системе из N частиц в ячейке для каждой частицы разыгрывается с помощью 

ДСЧ вектор скорости ( , , )i i i ic  c  в соответствии с распределением Максвелла [8]. В 

ячейке объемом V, в которой находится N частиц, выбирается пара ( , )i jc c  с номером m в 

соответствии с условной вероятностью столкновения Pm. Далее ДСЧ генерируется слу-

чайное число  , равномерно распределенное на участке [0;1], и определяется номер пары 

m, испытавшей столкновение из неравенства: 

1

1 1

r r

mi mi

i i

P P


 

   . 

2. Разыгрывается время T ожидания столкновения данной пары в соответствии с рас-

пределением по показательному закону:  

( ) 1 tF T e   . 

Генерируется случайное число   и решается уравнение:  

1 Te    
ln(1 )

T





  . 

Время накапливается в счетчике: 
1

n

i n

i

T S


 . 

3. Если 
nS t  , то скорости ,i jc c  заменяют на скорости ', 'i jc c  после столкновения. 

Так как при моделировании твердыми сферами вектор относительной скорости 'g  ориен-

тирован случайным образом, то, предполагая сохранение количества движения, скорости 

молекулы газа после столкновения: 

 
1

'
2

i i j ijg   
 

c c c n , 

где n - единичный вектор, сферические координаты ,   которого выбираются случайным 

образом в соответствии с распределениями 

( )
2

d
f d


 


  и 

( , )
( ) sin

( )

ij ij

ij ij

g g
f d d

g g

 
   


 . 

Цикл из шагов 2-3 повторяется cs  раз: 
1c cs sS t S    . 

На втором этапе моделируется смещение частиц пропорционально их скоростям и 

шагу по времени относительно неподвижной сетки. Перемещение каждой i-ой частицы 

задается выражением: 

( ) ( ) it t t t   r r c . 

На этом этапе также моделируется взаимодействие частиц с поверхностью канала. 

Отражение от стенок канала моделируется по диффузному закону [8]. При диффузном за-

коне распределения молекул при отражении от стенок число молекул dN , попавших в 

элементарный телесный угол 2 sind d    , пропорционально cos : 

cosdN Nd   , 
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откуда плотность вероятности распределения молекул по углу 

( ) sin cosp A     . 

Из условия нормировки 
/2

0

( ) 1p d



    коэффициент 2A  . Угол   определяется из 

условия: 

0

( ) arcsinp d



       , 

где   - случайное число, равномерно распределенное в интервале [0;1]. 

На заключительном этапе вычисляется проводимость рассматриваемой системы. 

Численный эксперимент дает большое количество информации об эволюции ( )tC  каждой 

частицы рассматриваемой системы. В результате расчета мы имеем информацию о кон-

центрации газа в каждой ячейке эйлеровой сетки (количестве частиц в объеме ячеки). Об-

ладая этой информацией, можно без труда определить давление в любой точке системы и 

вычислить проводимость для любого режима течения по формуле [1] 

1 2/ ( )U Q p p  , 

где Q – поток газа, задаваемый как исходные данные. 

На рисунке 1 представлено сравнение полученных в результате расчета методом 

частиц в ячейках значений проводимости со значениями, полученными по формулам 

Кнудсена [1], которые по сути являются эмпирическим обобщением экспериментальных 

исследований. 

 

 

Рис.1. Измение проводимости U цилиндрического трубопровода (D=0,01м, l=0,5м) в зависимости от числа 

Кнудсена Kn: 

× - метод частиц в ячейках, ─ - эмпирические зависимости Кнудсена [1] 
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На рисунке 2 показана оценка погрешности проводимости PICU  вычисленной мето-

дом частиц в ячейках относительно проводимости вычисленной по формулам Кнудсена 

KnU : 

100%
Kn PIC

Kn

U U

U



  . 

 

 

Рис.2. Погрешность δ метода частиц в ячейках в зависимости от Kn 

 

Для молекулярного режима течения вместо проводимости удобно использовать 

вероятность перехода молекул через вакуумную систему (коэффицент Клаузинга): 

N

N вых , 

где выхN  - число молекул, попавших в выходное сечение системы, N - общее число рас-

сматриваемых молекул. Тогда проводимость определяется по формуле 


M

T
FU 4,36 . 

На рисунке 4 представлено сравнение результатов расчета, которые получены зо-

нальным методом, основанным на вычислении осредненных характеристик лучистого те-

плообмена [9], с результатами расчета методом частиц в ячейках для шевронных экранов 

(рис.3). 
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Рис.3. Схема экрана шевронного типа 

 

 

Рис.4. Зависимость пропускной способности от геометрических размеров шевронного экрана: 

1 – γ=120
0
; 2 – γ=90

0
; 3 – γ=60

0
  

 

Точками на кривых отмечены результаты расчета методом частиц в ячейках. 

Заключение 

В рассмотренной модели на основе статистического метода частиц в ячейках точ-

ность описания поведения газовой среды в большой степени зависит от точности задания 

граничных условий. 

В молекулярном и переходном режимах течения данный метод определения прово-

димости дает высокую точность. В вязкостном режиме точность метода снижается, так 

как начинается область сплошной среды. 

Данная модель может быть использована не только для определения проводимости 

вакуумных систем, а так же для расчета параметров газовых течений в системах с боль-
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шими потоками (нет ограничений по величине скорости потока), для каналов и профилей 

с геометрией любой сложности. Важной особенностью является то, что она позволяет 

учесть процессы сорбции газа на поверхности канала и градиент температуры в системе. 
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The article presents a statistical mathematical model of a rarefied gas flow based on the 

method of particles in cells. This approach enables to define basic parameters of gas flow and 

vacuum systems in a wide range of pressures, including such an important parameter as conduc-

tivity of the vacuum system. 

Key assumptions in designing a mathematical model are: describing the collision of the 

molecules as hard spheres of elastic collision; considering the collisions to be paired and instant; 

the molecules velocity distribution corresponding to the Maxwell distribution. The essential fea-

ture is simulation of waiting time for the next collision. It depends on the state of the entire sys-

tem of particles and is independent of what pair is involved in collision. 

The paper presents a detailed algorithm for implementation of a mathematical model to 

calculate conductivity. It includes three main stages. The first stage simulates only collisions of 

particles within the fixed cell of grid. The second stage simulates displacement of particles in 

accordance with their speed and time step, as well as interaction with the internal surfaces of the 

vacuum system. The final stage determines system conductivity. 

As an example, numerical experiments were conducted to determine conductivity of the 

long cylindrical channel in a wide range of pressures and conductivity of chevron screens too. 

Obtained data are compared with experimental data, and an error is evaluated. In molecular and 

transient conditions of gas flow the method of particles in cells gives high accuracy. In the vis-

cous conditions the accuracy decreases because of originating region of continuous medium. 

This model can be used not only to determine conductivity of vacuum systems, but also to 

calculate gas flow parameters in systems with large flows (no restrictions for the flow rate value) 

for the channels and profiles with geometry of any complexity. An important feature is that it 

allows taking into account the sorption of gas on the channel surface and the temperature gradi-

ent in the system. 

Model based on the method of particles in cells can be used to calculate such systems as 

power generating channels of thermionic converter-reactors used in space vehicles, where it is 

necessary to know the parameters of a rarefied gas through a vapor flow of low-melting metal. 

http://dx.doi.org/10.7463/1214.0742647
http://technomag.bmstu.ru/en/doc/742647.html
http://technomag.bmstu.ru/en/doc/742647.html
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