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Назначение систем терморегулирования состоит в том, что бы обеспечить заданный 

температурный режим элементов конструкции машин и механизмов, их приборов и обо-

рудования. Для управляемого распределения температуры часто используют замкнутые 

жидкостные циркуляционные системы. Важным вопросом при этом является выбор теп-

лоносителя с оптимальными теплофизическими характеристиками. Работоспособность 

системы терморегулирования должна быть обеспечена в широком диапазоне изменения 

температур. Большой практический интерес представляет собой вопрос сохранения рабо-

тоспособности системы терморегулирования при временном изменении агрегатного со-

стояния теплоносителя. В данной статье рассматривается задача об изменении давления в 

теплоносителе при его замерзании в плоской щели. Так как плотность твердой и жидкой 

фаз отличаются, то при замерзании теплоносителя изменяется объем, который он занима-

ет в щели и под действием разности давлений между внешней средой и внутренней обла-

стью происходит деформация стенок канала с теплоносителем. Принимая предположение 

о не сжимаемости твердой и жидкой фаз, можно приравнять изменение объема внутрен-

ней области щели за счет деформации ограждающих стенок к изменению объема теплоно-

сителя за счет изменения агрегатного состояния.  

В качестве примера рассмотрим плоскую щель круглой формы (Рис. 1). Боковые 

стенки и дно считаем теплоизолированными и абсолютно жесткими. Предположим, что 

замерзание происходит в верхней части щели, температура жидкости постоянна и равна 

температуре кристаллизации, а граница раздела твердой и жидкой фаз является плоской.  
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Рис. 1. Изгиб верхней пластины щели круглой формы под действием избыточного внутреннего давления. 

 

Изменение объема теплоносителя за счет изменения агрегатного состояния можно 

записать в виде 
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где  – толщина слоя твердой фазы, ж  - плотность жидкой фазы, т - плотность твер-

дой фазы, R - радиус пластины. 

Рассмотрим случай ж т  . Перемещения круглой защемлённой пластины, на-

груженной давлением можно определить из выражения [1] 
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0p p p   , 

p - давление на внутренней стороне пластины, 0p - внешнее давление, ст - толщина 

пластины, r - текущий радиус, w - перемещение, Е – модуль упругости,  - коэффициент 

Пуассона. 

Изменение внутреннего объема щели, вызванного изгибом верхней пластины, равно 
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Если изгибаются и верхняя и нижняя пластины (случай, когда нижняя пластина не 
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После приведения к безразмерному виду имеем 
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Для шарнирно опертой пластины получаем 
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Рассмотрим процесс кристаллизации жидкости. В качестве первого приближения 

примем предположение о том, что теплофизические свойства твердой фазы постоянны, 

температура кристаллизации не зависит от давления, а температура в стенке и твердой фа-

зе распределена по линейному закону (рис. 2).  

Зависимость толщины слоя твердой фазы от времени можно определить из условия 

Стефана на границе раздела жидкой и твердой фаз 
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Здесь L – теплота кристаллизации, cт - теплопроводность стенки, т - теплопро-

водность твердой фазы, 
внT - температура наружной поверхности стенки, жT - температу-

ра жидкой фазы.  

Рис. 2. Распределение температур в исследуемой области: 1- пластина; 2- слой льда; 3- жидкая фаза. 

 

Запишем условие Стефана в безразмерном виде 
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После интегрирования получаем 
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Разрешим полученное соотношение относительно величины  , имеющей физиче-

ский смысл: 
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После подстановки соотношения (8) в решения (4), (5) получаем для случаев жестко-

го и шарнирного закрепления пластины выражение 
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Эти выражения справедливы и для случая, когда нижняя пластина не теплоизолиро-

вана и имеет такую же толщину, как и верхняя. При этом обе пластины изгибаются оди-

наковым образом. Внутренний объем щели за счет деформации пластин увеличивается в 

два раза, но так же в два раза увеличивается объем твердой фазы вследствие дополнитель-

ной кристаллизации жидкости на нижней пластине. Поэтому зависимость давления в ще-

ли от времени не изменится. 

Если пренебречь тепловым сопротивлением стенки, то условие Стефана (7) прини-
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Более точное аналитическое решение может быть получено, если температуру не за-

давать линейно распределенной в твердой фазе, а определять из решения уравнения теп-

лопроводности [7]. В этом случае  
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Коэффициент   определяется из трансцендентного уравнения 
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Уравнения (9) и (10) принимают при этом вид 
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Максимальное значение давление принимает при полном замерзании жидкости. Ис-

пользуя закон сохранения массы жидкости до и после ее кристаллизации, можно записать 
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Здесь 
пр - приведенная толщина слоя твердой фазы; ж0h - начальная высота щели, зани-

маемая жидкой фазой. 

После подстановки соотношения (15) в решение (4) и (5) получаем для случаев же-

сткого и шарнирного закрепления верхней пластины при отсутствии деформации нижней 

пластины: 
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Если верхняя и нижняя пластины имеют одинаковую толщину стенок и одинаковую 

степень деформации, то можно записать соответственно 
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Полученные соотношения (13), (14) и (16)-(19) могут быть использованы в качестве 

исходных при обработке экспериментальных данных. 
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