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Ââåäåíèå

Â ðàáîòå [1] áûëè ââåäåíû àñèíõðîííûå ñèñòåìû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïàðàëëåëüíûõ âû-
÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì. Â [1, 2] ðàññìàòðèâàëèñü êàòåãîðèè àñèíõðîííûõ ñèñòåì. Ìîðôèçìû
àñèíõðîííûõ ñèñòåì (S, s0, E, I, T ran) → (S ′, s′0, E

′, I ′, T ran′) îïðåäåëÿëèñü êàê ïàðû îòî-
áðàæåíèé (η, σ), â êîòîðûõ η: E ⇀ E ′| íåêîòîðîå ÷àñòè÷íîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâ ñîáû-
òèé, à σ: S → S ′ | îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâ ñîñòîÿíèé, óäîâëåòâîðÿþùåå äîïîëíèòåëüíûì
óñëîâèÿì. Â ðàáîòå [3] èññëåäîâàëèñü ìîðôèçìû, â êîòîðûõ η ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó ñîáû-
òèþ ïðîèçâåäåíèå ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé.
Â äàííîé ðàáîòå ìû èçó÷àåì ìîðôèçìû, ââåäåííûå â ðàáîòå [4] è ïðèìåíåííûå â [5]

äëÿ îöåíêè ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì. Ýòè ìîðôèçìû
çàäàþòñÿ êàê ïàðû (η, σ), â êîòîðûõ η ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó ñîáûòèþ íåêîòîðóþ òðàññó è
ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê ðàçëîæåíèå ñîáûòèÿ â êîìïîçèöèþ îïåðàöèé. Ýòî ïîçâîëÿåò
íàì ìîäåëèðîâàòü ðàçëîæåíèå êàæäîé îïåðàöèè â êîìïîçèöèþ îïåðàöèé. Â ñëó÷àå,
êîãäà îïåðàöèÿ ðàçëàãàåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå áîëåå ìåëêèõ îïåðàöèé, ìû
ïðèõîäèì ê àëãîðèòìó íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ïðîöåññà, çàäàííîãî
ñ ïîìîùüþ òðàññû.

1. Àñèíõðîííûå ñèñòåìû è ïóíêòèðîâàííûå ïîëèãîíû

Ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ ìîíîèäà òðàññ, ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé è àñèí-
õðîííîé ñèñòåìû. Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïóíêòèðîâàííîå ìíî-
æåñòâî ñ äåéñòâèåì ìîíîèäà òðàññ. Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ãîìîìîðôèçìû ïðîñòðàíñòâ
ñîñòîÿíèé êàê ìîðôèçìû ïóíêòèðîâàííûõ ìíîæåñòâ ñ äåéñòâèåì ìîíîèäîâ òðàññ. Ãîìî-
ìîðôèçìû àñèíõðîííûõ ñèñòåì îïðåäåëÿþòñÿ êàê ãîìîìîðôèçìû ïðîñòðàíñòâ ñîñòîÿíèé
ïåðåâîäÿùèå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå â íà÷àëüíîå.
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Ìîíîèäû òðàññ. Ïóñòü E | ìíîæåñòâî. Îòíîøåíèåì íåçàâèñèìîñòè íà E íàçûâàåòñÿ
ïîäìíîæåñòâî I ⊆ E × E, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

• äëÿ êàæäîãî a ∈ E èìååò ìåñòî (a, a) /∈ I (àíòèðåôëåêñèâíîñòü),
• äëÿ âñåõ a, b ∈ E âåðíà èìïëèêàöèÿ (a, b) ∈ I ⇒ (b, a) ∈ I (ñèììåòðè÷íîñòü).

Ýëåìåíòû a, b ∈ E íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè (a, b) ∈ I .
Ïóñòü E∗ îáîçíà÷àåò ìîíîèä ñëîâ àëôàâèòà E, âêëþ÷àþùèé ïóñòîå ñëîâî 1. Äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî îòíîøåíèÿ íåçàâèñèìîñòè I íà E îïðåäåëåí ìîíîèäM(E, I), ðàâíûé ôàêòîð-ìî-
íîèäó ìîíîèäà ñëîâ E∗, ïîëó÷åííîãî îòîæäåñòâëåíèåì ñëîâ, îòëè÷àþùèõñÿ ïåðåñòàíîâêîé
ðÿäîì ñòîÿùèõ íåçàâèñèìûõ áóêâ. Ýòîò ìîíîèä íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì ÷àñòè÷íî êîììóòà-
òèâíûì èëè ìîíîèäîì òðàññ. Îí áûë ââåäåí è èññëåäîâàí â ðàáîòå Ï. Êàðòüå è Ä. Ôîàòû
[6]. Èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â ïàðàëëåëüíîì ïðîãðàììèðîâàíèè [7, 8, 9].

Ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé. Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé (S, E, I, T ran) ñîñòîèò èç ïðî-
èçâîëüíûõ ìíîæåñòâ S, E, ñèììåòðè÷íîãî àíòèðåôëåêñèâíîãî îòíîøåíèÿ I ⊆ E × E è
ìíîæåñòâà Tran ⊆ S × E × S, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâàìè:

1) åñëè (s, a, s′) ∈ Tran & (s, a, s′′) ∈ Tran, òî s′ = s′′;
2) åñëè (a, b) ∈ I & (s, a, s′) ∈ Tran & (s′, b, s′′) ∈ Tran, òî ñóùåñòâóåò òàêîé s1 ∈ S, ÷òî

(s, b, s1) ∈ Tran & (s1, a, s′′) ∈ Tran (ðèñ. 1). ðèñ.1

Ýëåìåíòû èç S íàçûâàþòñÿ ñîñòîÿíèÿìè, èçE| ñîáûòèÿìè, I ⊆ E×E| îòíîøåíèåì
íåçàâèñèìîñòè, ýëåìåíòû (s, a, s′) ∈ Tran| ïåðåõîäàìè.

Ðèñ. 1. Ñâîéñòâî 2

Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîæåñòâî S ñ ÷àñòè÷íûì äåéñòâèåì
ìîíîèäà òðàññM(E, I).
Õîðîøî èçâåñòíî [2], ÷òî ÷àñòè÷íîå îòîáðàæåíèå f : A ⇀ B ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

òîòàëüíîå f̂ : A ∪ {∗} → B ∪ {∗}, äîáàâëÿÿ ê êàæäîìó ìíîæåñòâó <áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ>
òî÷êó ∗ è ïîëàãàÿ äëÿ x ∈ A

f̂(x) =

{
f(x), åñëè f(x) îïðåäåëåíî;
∗, â äðóãèõ ñëó÷àÿõ.

Äëÿ x = ∗ ïîëîæèì f̂(x) = ∗. ÏîëîæèìA∗ = A∪{∗}. ÌíîæåñòâîA∗ áóäåò ïóíêòèðîâàííûì
â òîì ñìûñëå, ÷òî â íåì âûäåëåíà òî÷êà ∗. Îòîáðàæåíèå ìåæäó ïóíêòèðîâàííûìè
ìíîæåñòâàìè, ïåðåâîäÿùåå âûäåëåííóþ òî÷êó â âûäåëåííóþ íàçûâàåòñÿ ïóíêòèðîâàííûì.
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Îïðåäåëåíèå 1. Ïóíêòèðîâàííûì ïîëèãîíîì (S, M(E, I), ·) íàä ìîíîèäîì òðàññ
íàçûâàåòñÿ òðîéêà, ñîñòîÿùàÿ èç ìíîæåñòâà S, ìîíîèäà òðàññ M(E, I) è îòîáðàæåíèÿ
·: S∗ ×M(E, I) → S∗, (s, µ) 7→ s · µ, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿì

• (∀s ∈ S∗)(∀µ1 ∈ M(E, I))(∀µ2 ∈ M(E, I)) (s · µ1) · µ2 = s · (µ1µ2);
• (∀s ∈ S∗) s · 1 = s;
• (∀µ ∈ M(E, I)) ∗ ·µ = ∗.
Â ÷àñòíîñòè, êàæäîå ïðàâîå M(E, I)-ìíîæåñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïóíêòèðî-

âàííûé ïîëèãîí íàä ìîíîèäîì òðàññ, äîáàâëÿÿ ê ìíîæåñòâó ñîñòîÿíèé ñîñòîÿíèå ∗ è
îïðåäåëÿÿ íà íåì äåéñòâèå êàê ∗ · µ = ∗.
Ñîîòíîøåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äåéñòâèÿ (s, a) 7→ s · a äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü äëÿ âñåõ

s ∈ S∗ è a ∈ E.
Ïðåäëîæåíèå 1. [10, Òåîðåìà 2.3.5]. Ïóñòü (S∗, M(E, I), ·)| ïóíêòèðîâàííûé ïîëèãîí

íàä ìîíîèäîì òðàññ. Ïîëîæèì

Tran = {(s, a, s′)|s ∈ S, s′ ∈ S, s · a = s′}.

Òîãäà ÷åòâåðêà (S, E, I, T ran) áóäåò ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé. È íàîáîðîò, âñÿêîìó ïðî-
ñòðàíñòâó ñîñòîÿíèé (S, E, I, T ran) áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïóíêòèðîâàííûé ïîëèãîí
(S∗, M(E, I), ·) ñ äåéñòâèåì s · a, îïðåäåëåííûì äëÿ âñåõ s ∈ S∗ è e ∈ E ïî ôîðìóëå

s · a =

{
s′, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé s′ ∈ S, ÷òî (s, a, s′) ∈ Tran;

∗, â äðóãèõ ñëó÷àÿõ.

Ãîìîìîðôèçìû ïðîñòðàíñòâ ñîñòîÿíèé. Ãîìîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâ ñîñòîÿíèé
íàçûâàåòñÿ ìîðôèçì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëèãîíîâ. Îí çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ãîìîìîðôèçìà
f : M(E, I) → M(E ′, I ′) è îòîáðàæåíèÿσ: S∗ → S ′

∗, òàêèõ, ÷òîσ(∗) = ∗ èσ(s·µ) = σ(s)·f(µ)

äëÿ âñåõ µ ∈ M(E, I) è s ∈ S∗.
Àñèíõðîííîé ñèñòåìîé A = (S, s0, E, I, T ran) íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé

(S, E, I, T ran) ñ âûäåëåííûìýëåìåíòîì s0 ∈ S, êîòîðûéíàçûâàåòñÿ íà÷àëüíûìñîñòîÿíèåì.
Ïðåäëîæåíèå 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî àñèíõðîííóþ ñèñòåìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïóíê-

òèðîâàííûé ïîëèãîí (S∗, M(E, I), ·) âìåñòå ñ âûäåëåííûì ýëåìåíòîì s0 ∈ S. Ìû áó-
äåì íàçûâàòü ýòîò ýëåìåíò íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì. Íèæå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïåðåõîäû
(s, a, s′) ∈ Tran ÷åðåç s

a→ s′.
Ãîìîìîðôèçìîì àñèíõðîííûõ ñèñòåì íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâ ñîñòîÿíèé,

ïåðåâîäÿùèé íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå â íà÷àëüíîå.

2. Àñèíõðîííàÿ ñèñòåìà ñ ôóíêöèåé âðåìåíè

Äëÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà ýòîò ïðîöåññ ñíà÷àëà ðàçëàãàþò â
êîìïîçèöèþ êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ, çàòåì íàõîäÿò ïàðû íåçàâèñèìûõ
îïåðàòîðîâ è îáúåäèíÿþò íåçàâèñèìûå îïåðàòîðû â áëîêè-ÿðóñû ïàðàëëåëüíîé ôîðìû
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[11]. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòó èäåþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âðåìåíè âûïîëíåíèÿ. Ïóñòü A |
àñèíõðîííàÿ ñèñòåìà. Ìû áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü ñîáûòèÿ a ∈ E êàê âûïîëíÿþùèåñÿ âî
âðåìåíè ìàøèííûå êîìàíäû, èíñòðóêöèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ
öåëûõ ÷èñåë. Ïóñòü N+ | ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë. Ïóñòü äëÿ êàæäîé
èíñòðóêöèè çàäàíî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ â òàêòàõ τ(a) ∈ N+. Íàøà çàäà÷à | íàéòè
àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî âðåìåíè, íåîáõîäèìîãî äëÿ âûïîëíåíèÿ êîíå÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíñòðóêöèé.

Ïàðàëëåëüíàÿ ôîðìà. Ìû ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà τ(a) = 1 äëÿ âñåõ a ∈ E.
Ïàðàëëåëüíûì âûïîëíåíèåì òðàññû µ = a1 · · · an ∈ M(E, I) íàçûâàåòñÿ åå ðàçëîæåíèå
â ïðîèçâåäåíèå áëîêîâ [B1] · · · [Bn], ãäå êàæäûé áëîê ñîñòîèò èç ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ
èíñòðóêöèé. Èíñòðóêöèè êàæäîãî áëîêà áóäóò âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî. Ïîñêîëüêó
âðåìÿ âûïîëíåíèÿ êàæäîé èíñòðóêöèè a ∈ E ðàâíî 1, òî âðåìåíåì ýòîãî ïàðàëëåëüíîãî
âûïîëíåíèÿ áóäåò ÷èñëî áëîêîâ äàííîãî ðàçëîæåíèÿ. Ðàññìàòðèâàÿ ðàçëè÷íûå ðàçëîæåíèÿ,
ìû ïîëó÷èì ðàçëè÷íûå âðåìåíà âûïîëíåíèÿ. Èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé îïðåäåëèì ìèíèìàëüíîå
âðåìÿ âûïîëíåíèÿ òðàññû µ ∈ M(E, I) êàê íàèìåíüøåå ÷èñëî áëîêîâ ðàçëîæåíèÿ ýòîé
òðàññû.
Îïðåäåëåíèå 2. Äëÿ [w] ∈ M(E, I) ðàçëîæåíèåì Ôîàòû íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå

êëàññîâ [w] = [w1][w2] · · · [wn], â êîòîðîì:

1) äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n ñëîâî wi ñîñòîèò èç ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ, è, ñòàëî áûòü,
ðàçëè÷íûõ áóêâ a ∈ E;
2) äëÿ êàæäîãî i = 2, . . . , n è äëÿ âñÿêîé áóêâû a èç wi ñóùåñòâóåò òàêàÿ áóêâà b èç wi−1,

÷òî (a, b) /∈ I .

Ïóñòü E | ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Â ýòîì ñëó÷àå â êàæäîì ÿðóñå
ðàçëîæåíèÿ Ôîàòû ìîæíî ïåðåñòàâèòü áóêâû òàê, ÷òîáû îíè ðàñïîëàãàëèñü â âîçðàñòàþùåì
ïîðÿäêå. Ïîëó÷èì íîðìàëüíóþ ôîðìó â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2. Îíà íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé
ôîðìîé Ôîàòû, åå åäèíñòâåííîñòü ìû óñòàíîâèì íèæå (ñëåäñòâèå 1).
Íàïðèìåð, äëÿ êëàññà [abba] â ïîðîæäåííîì äâóìÿ ýëåìåíòàìè {a, b} ìîíîèäå òðàññ

íîðìàëüíàÿ ôîðìà Ôîàòû áóäåò ðàâíà abab.
Ïðåäëîæåíèå 2. [6]. Äëÿ ëþáîãî [w] ∈ M(E, I) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ñëîâ w1, . . . , wn, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ áóêâ,
òàêèõ, ÷òî [w] = [w1] · · · [wn] áóäåò ðàçëîæåíèåì Ôîàòû.

J Äîêàæåì ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî äëèíå ñëîâà w. Ïóñòü w = w′a. Òîãäà äëèíà ñëîâà w′

ìåíüøå äëèíû ñëîâàw. Ñòàëî áûòü, ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå [w] = [w1] · · · [wn][a]. Âîçìîæíû
ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

1. Áóêâà a çàâèñèìà ñ íåêîòîðîé áóêâîé b èç ñëîâàwn, â ýòîì ñëó÷àå ýòî ðàçëîæåíèå áóäåò
ðàçëîæåíèåì Ôîàòû.
2. Áóêâà a íåçàâèñèìà ñî âñåìè áóêâàìè ñëîâà wn, â ýòîì ñëó÷àå ñðàâíèâàåì a ñî âñåìè

áóêâàìè èç ñëîâwn−1, wn−2, · · ·, ïîêà íå âñòðåòèì k, ïðè êîòîðîìwk èìååò áóêâó, çàâèñèìóþ

http://technomag.bmstu.ru/doc/695993.html 137

http://technomag.bmstu.ru/doc/695993.html


ñ áóêâîé a. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçëîæåíèå Ôîàòû áóäåò ðàâíî

[w1] · · · [wk][wk+1a][wk+2] · · · [wn] .

3. Åñëè a íåçàâèñèìà ñî âñåìè áóêâàìè èç ñëîâ w1, . . . , wn, òî ðàçëîæåíèå Ôîàòû ðàâíî
[w1a][w2] · · · [wn].

Ñëîâà w1, w2, . . . , wn, áóäóò åäèíñòâåííûìè ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê. Åñëè
ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû áóêâû ñëîâ w1 . . . , wn áûëè ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, òî
ñëîâî w1 · · ·wn áóäåò åäèíñòâåííûì. I

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ìíîæåñòâî E ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíî. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî êëàññà
[w] ∈ M(E, I) åãî íîðìàëüíàÿ ôîðìà Ôîàòû w1 · · ·wn ∈ [w] ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé.
Äëÿ ëþáîé òðàññû åå ðàçëîæåíèå Ôîàòû èìååò íàèìåíüøåå ÷èñëî ÿðóñîâ.
Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü [w] = [w1] · · · [wn] | ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå òðàññ, êàæäàÿ èç

êîòîðûõ wi ñîñòîèò èç ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ áóêâ. Òîãäà n íå ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî ÿðóñîâ
ðàçëîæåíèÿ Ôîàòû ýëåìåíòà [w].

J Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ïîñòðîåíèÿ ðàçëîæåíèÿ Ôîàòû. Åñëè íåêîòîðàÿ áóêâà èç wi

íå çàâèñèìà ñî âñåìè áóêâàìè èç wi−1, òî ïðè ïîñòðîåíèè ðàçëîæåíèÿ Ôîàòû îíà ïåðåéäåò
â îäèí èç áëîêîâ wj , ãäå j < i. Êîëè÷åñòâî áëîêîâ îò ýòîãî ïåðåìåùåíèÿ íå óâåëè÷èòñÿ.
Ïîýòîìó ÷èñëî ÿðóñîâ â ðàçëîæåíèè Ôîàòû íå ìåíüøå, ÷åì n. I

Ïðåäëîæåíèå 3. [7]. Åñëè âðåìÿ âûïîëíåíèÿ êàæäîãî ñîáûòèÿ ðàâíî 1, òî ìèíèìàëüíîå
âðåìÿ âûïîëíåíèÿ òðàññû ðàâíî âûñîòå åå íîðìàëüíîé ôîðìû Ôîàòû.
Ïðèâåäåíèå òðàññû ê íîðìàëüíîé ôîðìå Ôîàòû àíàëîãè÷íî ïîñòðîåíèþ êàíîíè÷åñêîé

ÿðóñíî-ïàðàëëåëüíîé íîðìàëüíîé ôîðìû [11, 12].

Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ ðàñ÷åòà âðåìåíè. Ðàññìîòðèì òåïåðü
îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü çàäàíà àñèíõðîííàÿ ñèñòåìà A ñ ôóíêöèåé âðåìåíè, ïðèíèìàþùåé
ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ τ(a) ∈ N+.
Ïîïûòàåìñÿ ðàçëîæèòü ïåðåõîä s

a→ s′ â êîìïîçèöèþ ïåðåõîäîâ, èìåþùèõ çàâèñèìûå
èíñòðóêöèè e1, e2, . . . , ek, ãäå k = τ(a). Êàæäàÿ èç èíñòðóêöèé ei âûïîëíÿåòñÿ çà
îäèí òàêò. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî ðàçëîæåíèå ñòàëî âîçìîæíûì, äîáàâèì ê ìíîæåñòâó S

<ïðîìåæóòî÷íûå> ñîñòîÿíèÿ è îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç se1, se1e2, se1e2e3, . . . , se1e2 · · · ek−1.
Ïîëîæèì se1e2 · · · ek = s′, ãäå k = τ(a). Ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå ïåðåõîäà s

a→ s′ â êîìïîçèöèþ
s

e1→ s1
e2→ s2 → · · · → sk−1

ek→ s′, ãäå si = sa1 · · · ai äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ k − 1. Äëÿ ðàñ÷åòà
âðåìåíè äîñòàòî÷íî âçÿòü ðàçëîæåíèå ïåðåõîäà, â êîòîðîìèíñòðóêöèè ei ðàâíûìåæäó ñîáîé.
Èõ îáùåå çíà÷åíèå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ýëåìåíòó a, è ìû åãî îáîçíà÷èì ÷åðåç ă. Áóäåò
èìåòü ìåñòî ei = ă äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ τ(a)− 1.
Åñëè ïåðåõîäû s

a→ s′
b→ s′′ èìåþò íåçàâèñèìûå èíñòðóêöèè, òî ă è b̆ ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ

îäíîâðåìåííî. Ýòî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ââåñòè íîâûå ïðîìåæóòî÷íûå ñîñòîÿíèÿ
săib̆j , ãäå 1 ≤ i ≤ τ(a)− 1, 1 ≤ j ≤ τ(b)− 1.
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Îïðåäåëèìíîâóþ àñèíõðîííóþ ñèñòåìóAτ ñëåäóþùèìîáðàçîì. Ââåäåì íàE íåêîòîðîå
ïðîèçâîëüíîå îòíîøåíèå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà. Ïîëîæèì Eτ = {ă | a ∈ E}. (Ìåæäó
ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ Eτ è E ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ a 7→ ă.) Îòíîøåíèå íåçàâèñèìîñòè
Iτ áóäåò ñîñòîÿòü èç ïàð (ă, b̆), äëÿ êîòîðûõ (a, b) ∈ I . Ââåäåì ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé
Sτ = {(s, ăi1

1 ăi2
2 · · · ăim

m ) | s ∈ S & s · a1 · · · am ∈ S & a1 < a2 < · · · < am & (ai, aj) ∈ I

äëÿ âñåõ 1 ≤ i < j ≤ m & 1 ≤ i1 < τ(a1), 1 ≤ i2 < τ(a2), . . . , 1 ≤ im < τ(am)}.
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå ñîñòîÿíèÿ, ó êîòîðûõ èìååò ìåñòî iq = 0 èëè iq = τ(aq)

äëÿ íåêîòîðîãî q ∈ {1, 2, . . . ,m}. Îíè áóäóò îòîæäåñòâëÿòüñÿ ñ íåêîòîðûìè ñîñòîÿíèÿìè èç
Sτ , îïðåäåëåííûìè ïî ôîðìóëàì

(s, ăi1
1 ăi2

2 · · · ă
iq−1

q−1 ă0ă
iq+1

q+1 · · · ăim
m ) = (s, ăi1

1 ăi2
2 · · · ă

iq−1

q−1 ă
iq+1

q+1 · · · ăim
m ),

(s, ăi1
1 ăi2

2 · · · ă
iq−1

q−1 ăτ(aq)
q ă

iq+1

q+1 · · · ăim
m ) = (s · aq, ă

i1
1 ăi2

2 · · · ă
iq−1

q−1 ă
iq+1

q+1 · · · ăim
m ).

Îïðåäåëèì ÷àñòè÷íîå äåéñòâèå ìîíîèäà M(Eτ , Iτ ) íà Sτ . Ñ ýòîé öåëüþ äëÿ ýëåìåíòà
ă ∈ Eτ è ñîñòîÿíèÿ σ = (s, ăi1

1 · · · ăim
m ) ∈ Sτ ïîëîæèì

σ · ă = (s, ăi1
1 ăi2

2 · · · ă
iq−1

q−1 ăiq+1
q ă

iq+1

q+1 · · · ăim
m ),

åñëè a = aq äëÿ íåêîòîðîãî q ∈ {1, · · · , m}. Åñëè æå (a, ai) ∈ I äëÿ âñåõ i ∈ {1, 2, · · · , m},
òî âñòàâèì ýëåìåíò a â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàê, ÷òîáû áûëè âåðíû íåðàâåíñòâà a1 < · · · <

< aq−1 < a < aq < · · · < am, è ïîëîæèì σ · ă = (s, ăi1
1 ăi2

2 · · · ă
iq−1

q−1 ăă
iq
q · · · ăim

m ).
Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïîëàãàåì σ · ă = ∗. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ äåéñòâèå íå îïðåäåëåíî.
Ïóñòü A | àñèíõðîííàÿ ñèñòåìà ñ ôóíêöèåé âðåìåíè τ : E → N+. Ìèíèìàëüíûì

âðåìåíåì âûïîëíåíèÿ òðàññû µ = a1 · · · an ∈ M(E, I), òàêîé, ÷òî s · µ = s′, äëÿ íåêîòîðûõ
s, s′ ∈ S íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ òðàññû ă

τ(a1)
1 · · · ăτ(an)

n àñèíõðîííîé
ñèñòåìû Aτ . Èç ïðåäëîæåíèÿ 3 ïîëó÷àåì
Ïðåäëîæåíèå 4. Ìèíèìàëüíîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ òðàññû a1 · · · an, äëÿ êîòîðîé ñóùå-

ñòâóþò òàêèå s, s′ ∈ S, ÷òî s · a1 · · · an = s′, ðàâíî âûñîòå íîðìàëüíîé ôîðìû Ôîàòû
òðàññû ă

τ(a1)
1 ă

τ(a2)
2 · · · ăτ(an)

n .

Âû÷èñëåíèå âðåìåíè ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ â êîìïîçèöèþ ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ
îïåðàöèé. Äâå òðàññû µ, ν ∈ M(E, I) íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè äëÿ ëþáûõ áóêâ a

èç µ è b èç ν âåðíî (a, b) ∈ I . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíè çàâèñèìû. Áóäåì íàçûâàòü òðàññû
µ, ν òîòàëüíî çàâèñèìûìè, åñëè äëÿ êàæäîé áóêâû a èç µ è äëÿ êàæäîé áóêâû b èç ν èìååò
ìåñòî (a, b) /∈ I .
Îáîáùèì ïðåäëîæåíèå 4 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âìåñòî îòîáðàæåíèÿ a 7→ ăτ(a) áóäåì

ðàññìàòðèâàòü îòîáðàæåíèå ξ, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó a ∈ E íåêîòîðóþ òðàññó ξ(a) =

= ă1 · · · ăτ(a).
Äîêàæåì ñíà÷àëà âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó. ÏóñòüM(E, I) èM(E ′, I ′)|ìîíîèäû òðàññ.

Áóäåì íàçûâàòü ñëîâà a1 · · · an ∈ E∗ è a′1 · · · a′n ∈ E ′∗ ïîäîáíûìè, åñëè äëÿ âñåõ 1 ≤ i < j ≤ n

èìååò ìåñòî
(ai, aj) ∈ I ⇔ (a′i, a

′
j) ∈ I ′.
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Ëåììà 1. Ïóñòü M(E, I) è M(E ′, I ′) { ìîíîèäû òðàññ. Åñëè ñëîâà a1 · · · an ∈ E∗ è
a′1 · · · a′n ∈ E ′∗ ïîäîáíû, òî èõ âûñîòû íîðìàëüíûõ ôîðì òðàññ [a1 · · · an] è [a′1 · · · a′n] ðàâíû.

J Ââåäåì ïðîèçâîëüíîå îòíîøåíèå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà íà E. Ïåðåñòàíîâêà áóêâ (ai, ai+1)

ñëîâàa1 · · · an âîçìîæíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âîçìîæíàïåðåñòàíîâêà (a′i, a′i+1). Ïðè÷åì
òàêèå ïåðåñòàíîâêè ïîäîáíûõ ñëîâ áóäóò ïðèâîäèòü ê ïîäîáíûì ñëîâàì. Îòñþäà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ïåðåñòàíîâîê, ïðèâîäÿùàÿ òðàññó [a1 · · · an] ê íîðìàëüíîé ôîðìå [B1] · · · [Bm],
ïðèâåäåò òðàññó [a′1 · · · a′n] ê ïðîèçâåäåíèþ íåêîòîðûõ áëîêîâ B′

1 · · ·B′
m, êàæäûé èç êîòî-

ðûõ ñîñòîèò èç ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ áóêâ. Ââîäÿ îòíîøåíèå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà íà E ′ è
ïðîèçâîäÿ ñîðòèðîâêó áóêâ âíóòðè êàæäîãî áëîêà B′

i, ïîëó÷èì íîðìàëüíóþ ôîðìó òðàññû
[a′1 · · · a′n]. Îòñþäà âûòåêàåò äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå. Òðàññû èìåþò ðàâíûå âûñîòû.
Áîëåå òîãî, äëèíû áëîêîâ Bi è B′

i áóäóò ðàâíû äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ m. I

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü A| àñèíõðîííàÿ ñèñòåìà ñ ôóíêöèåé âðåìåíè τ : E → N+. Äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ãîìîìîðôèçìà ξ: M(E, I) → M(E ′, I ′), ïåðåâîäÿùåãî íåçàâèñèìûå òðàññû
â íåçàâèñèìûå, à òîòàëüíî çàâèñèìûå | â òîòàëüíî çàâèñèìûå, òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîãî
a ∈ E äëèíà òðàññû ξ(a) ðàâíà τ(a), âðåìÿ âûïîëíåíèÿ êàæäîé òðàññû [a1 · · · an] áóäåò
ðàâíî âûñîòå íîðìàëüíîé ôîðìû òðàññû [ξ(a1) · · · ξ(an)].

J Â ýòîì ñëó÷àå ñëîâî ξ(a1) · · · ξ(an) áóäåò ïîäîáíî ñëîâó a
τ(a1)
1 · · · aτ(an)

n . Èç ëåììû 1
âûòåêàåò, ÷òî âûñîòû ñîîòâåòñòâóþùèõ òðàññ ðàâíû. Ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 4 ïîëó÷àåì
æåëàåìîå. I

Ãîìîìîðôèçìû, ñîõðàíÿþùèå ìèíèìàëüíîå âðåìÿ. Ïóñòü (A, τ) è (A′, τ ′) |
àñèíõðîííûå ñèñòåìû ñ ôóíêöèÿìè âðåìåíè. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òðàññû µ ∈ M(E, I),
äîïóñêàþùåé ñîñòîÿíèÿ s1, s2 ∈ S, òàêèå, ÷òî s1 · µ = s2, îáîçíà÷èì ÷åðåç ϑ(µ) åå
ìèíèìàëüíîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 3. Ãîìîìîðôèçì àñèíõðîííûõ ñèñòåì (f, σ) : A → A′ íàçûâàåòñÿ

ñîõðàíÿþùèì ìèíèìàëüíîå âðåìÿ, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîé òðàññû µ ∈ M(E, I), äîïóñ-
êàþùåé ñîñòîÿíèÿ s1, s2 ∈ S, òàêèå, ÷òî s1 · µ = s2, èìååò ìåñòî ϑ(µ) = ϑ′(f(µ)).
Òåîðåìà 1. Ïóñòü (f, σ): A → A′ | ãîìîìîðôèçì àñèíõðîííûõ ñèñòåì, è ïóñòü τ è

τ ′ | âðåìåííûå ôóíêöèè íà ýòèõ àñèíõðîííûõ ñèñòåìàõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãîìîìîðôèçì
îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàìè.

1. Äëÿ êàæäîãî e ∈ E òðàññà f(e) ∈ M(E ′, I ′) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ïîïàðíî
çàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ f(e) = e′1 · · · e′n, ãäå e′1, . . . , e′n ∈ E ′. Ïðè÷åì äëÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî τ(e) = τ ′(e′1) + · · ·+ τ ′(e′n).
2. Äëÿ ëþáîé ïàðû (a, b) ∈ I òðàññû f(a) è f(b) íåçàâèñèìû.
3. Åñëè a è b çàâèñèìû, òî f(a) è f(b) òîòàëüíî çàâèñèìû.

Òîãäà (f, σ) ñîõðàíÿåò ìèíèìàëüíîå âðåìÿ.

J Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òðàññó µ ∈ M(E, I) è äîêàæåì, ÷òî ìèíèìàëüíîå âðåìÿ åå
âûïîëíåíèÿ ðàâíî ìèíèìàëüíîìó âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ϑ′(f(µ)) òðàññû f(µ). Ïóñòü µ =
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[e1 · · · em]. Âðåìÿ ϑ(µ) ðàâíî âûñîòå íîðìàëüíîé ôîðìû Ôîàòû äëÿ òðàññû ĕ
τ(e1)
1 · · · ĕτ(em)

m .
Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5, âðåìÿ ϑ(µ) áóäåò ðàâíî âûñîòå íîðìàëüíîé ôîðìû òðàññû
ξ(e1) · · · ξ(em), äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ξ, ñîïîñòàâëÿþùåé êàæäîé áóêâå êëàññ ïðî-
èçâåäåíèÿ τ(e) ïîïàðíî çàâèñèìûõ áóêâ è ïåðåâîäÿùåé íåçàâèñèìûå áóêâû â íåçàâèñèìûå
òðàññû, à çàâèñèìûå áóêâû â òîòàëüíî çàâèñèìûå.
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, äëÿ êàæäîãî e ∈ E ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñëîâî e′1 · · · e′n, òàêîå,

÷òî f(e) = e′1 · · · e′n. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì îïðåäåëèòü ôóíêöèþ ξ: E → M(E ′
τ ′ , I

′
τ ′) ïî ôîðìóëå

ξ(e) = ĕ′1
τ ′(e′1)

· · · ĕ′n
τ(e′n)

.

Òðàññà ξ(e) ñîñòîèò èç τ ′(e′1) + · · · τ ′(e′n) = τ(e) ïîïàðíî çàâèñèìûõ áóêâ, è ôóíêöèÿ ξ

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ 5, îòêóäà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ òðàññû µ

áóäåò ðàâíî âûñîòå íîðìàëüíîé ôîðìû Ôîàòû òðàññû ξ(e1) · · · ξ(em).
Ïîñêîëüêó ξ(e) ïîëó÷àåòñÿ èç f(e) = e′1 · · · e′n ñ ïîìîùüþ çàìåíû áóêâ e′i ýëåìåíòàìè

ĕ′i
τ ′(e′i), òî ξ(e1) · · · ξ(em) ïîëó÷àåòñÿ èç f(µ) = f(e1) · · · f(em) çàìåíîé áóêâ e′i ýëåìåíòàìè

ĕ′i
τ ′(e′i). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìàëüíîé âðåìÿ ðàáîòû òðàññû f(µ) ðàâíî âûñîòå
íîðìàëüíîé ôîðìû Ôîàòû òðàññû ξ(e1) · · · ξ(em).
Ñëåäîâàòåëüíî, ϑ(µ) = ϑ′(f(µ)). I

3. Âû÷èñëåíèå ìèíèìàëüíîãî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ

Â äàííîì ïóíêòå ìû îïèøåì àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ
è ýêñïåðèìåíò, ÷àñòè÷íî ïîäòâåðæäàþùèé ýòîò àëãîðèòì. Ýêñïåðèìåíò áóäåò ïðîâåäåí äëÿ
ïðîöåññà, êîòîðûé ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Îïðåäåëåíèå 4. Ïñåâäî-êîíâåéåðîì íàçûâàåòñÿ öèêë, ñîñòîÿùèé èç êîíå÷íîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé a1a2 · · · an, â êîòîðîé ñîáûòèÿ ai è ai+1 çàâèñèìû äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤
≤ n− 1, à âñå îñòàëüíûå ñîáûòèÿ íåçàâèñèìû. Ýòîò öèêë âûïîëíÿåòñÿ íåêîòîðîå êîíå÷íîå
÷èñëî ðàç.
Ïñåâäî-êîíâåéåð ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ òðàññû (a1a2 · · · an)m, äëÿ íåêîòîðîãî

m ≥ 1. Íàïðèìåð, ýòîìó îïðåäåëåíèþ óäîâëåòâîðÿåò êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
ñîñòîÿùàÿ èç n íåäåëèìûõ îïåðàöèé ïðèñâàèâàíèÿ xi = fi(xi−1), 1 ≤ i ≤ n, ñîñòàâëÿþùèõ
öèêë, âûïîëíÿþùèéñÿm ðàç.

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî âðåìåíè. Ñîãëàñíî ïðèâåäåííûì âûøå óòâåð-
æäåíèÿì, äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ òðàññû a1 · · · an, íóæíî âû-
ïèñàòü òðàññó

ă
τ(a1)
1 ă

τ(a2)
2 · · · ăτ(an)

n

è çàòåì ïîñòðîèòü åå íîðìàëüíóþôîðìóÔîàòû. Êîëè÷åñòâî áëîêîâ ýòîé íîðìàëüíîéôîðìû
áóäåò ðàâíî èñêîìîìó ìèíèìàëüíîìó âðåìåíè.
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññû, çàäàííûå êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñðàáàòûâàíèé

ïåðåõîäîâ ñåòè Ïåòðè. Íàïîìíèì òåðìèíîëîãèþ.
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Cåòü Ïåòðè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïÿòåðêà (P, T, pre, post,M0), ñîñòîÿùàÿ èç êîíå÷íûõ
ìíîæåñòâ P è T , ôóíêöèéM0 : P → N, pre: T → NP , post: T → NP . Çäåñü NP îáîçíà÷àåò
ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé P → N. Ýëåìåíòû p ∈ P íàçûâàþòñÿ ìåñòàìè, t ∈ T |
ïåðåõîäàìè, M ∈ NP | ìàðêèðîâêàìè, à M0 | íà÷àëüíîé ìàðêèðîâêîé. Îïðåäåëèì
îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà NP , ïîëàãàÿ M ≤ M ′, åñëè äëÿ âñåõ p ∈ P âåðíî M(p) ≤ M ′(p).
Ñóììó è ðàçíîñòü ôóíêöèé îïðåäåëèì êàê (M ±M ′)(p) = M(p)±M ′(p). ÄëÿM, M ′ ∈ NP

è t ∈ T çàïèñüM
t→ M ′ áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1)M ≥ pre(t);
2)M ′ = M − pre(t) + post(t).
Â ýòîì ñëó÷àå, ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàðêèðîâêà M ′ ïîëó÷åíà èç M ñ ïîìîùüþ

ñðàáàòûâàíèÿ ïåðåõîäà t.
Ïóñòü (P, T, pre, post,M0) | ñåòü Ïåòðè. Îáîçíà÷èì •t = {p ∈ P : pre(t)(p) 6= 0},

t• = {p ∈ P : post(t)(p) 6= 0}.
Îïðåäåëèì îòíîøåíèå

I = {(t1, t2) ∈ T × T : ( •t1 ∪ t1
•) ∩ ( •t2 ∪ t2

•) = ∅}.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî I áóäåò îòíîøåíèåì íåçàâèñèìîñòè íà ìíîæåñòâå T . Ïóñòü NP |
ìíîæåñòâî âñåõ ìàðêèðîâîê, à Tran ñîñòîèò èç òðîåê (M1, t, M2), äëÿ êîòîðûõ M

t→ M ′.
Òîãäà ïÿòåðêà ( NP , M0, T, I, T ran) áóäåò àñèíõðîííîé ñèñòåìîé.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäîìó ïåðåõîäó a ∈ T ñîïîñòàâëåíî ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî

τ(a)|âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïåðåõîäà. Ïîêàæåì, êàê íàõîäèòüìèíèìàëüíîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ
òðàññû, ñîñòîÿùåé èç ïåðåõîäîâ, ñâÿçûâàþùèõ ìàðêèðîâêè.
Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ïñåâäî-êîíâåéåð, ñîñòîÿùèé èç òðåõ îïåðàöèé, ïðèìåíÿåìûõ ê

î÷åðåäè, ñîäåðæàùåém ýëåìåíòîâ (ðèñ. 2). Êàæäàÿ èç îïåðàöèé ñ÷èòàåòñÿ íåäåëèìîé. Îíà ðèñ.2

÷èòàåò äàííûå èç îáëàñòè ïàìÿòè, ñîîòâåòñòâóþùåé âõîäíîìó ìåñòó, âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå
íåêîòîðîé ôóíêöèè è çàïèñûâàåò â îáëàñòü ïàìÿòè âûõîäíîãî ìåñòà. Òàêèì îáðàçîì,
ñîñåäíèå îïåðàöèè çàâèñèìû.

Ðèñ. 2. Ñåòü Ïåòðè ïñåâäî-êîíâåéåðà

Òðàññà âûïîëíåíèÿ ïðîöåññà áóäåò ðàâíà t = [(a1a2a3)
m]. Ïóñòü τ(a1) = 2, τ(a2) = 1,

τ(a3) = 2. Òîãäà âðåìåííàÿ òðàññà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðàññå [(a1a2a3)
m] áóäåò ðàâíà

[(a2
1a2a

2
3)

m]. Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ê íîðìàëüíîé ôîðìå Ôîàòû ïîëó÷àåì [(a2
1a2a

2
3)

m] =

= [a1][a1]([a2][a1a3][a1a3])
m−1[a2][a3][a3]. Îòñþäà ϑ(t) = 1+1+3(m−1)+1+1+1 = 3m+2.

Åñëè âûïîëíÿòü äåéñòâèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, òî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ áóäåò ðàâíî 5m.

Îïèñàíèå ýêñïåðèìåíòà. Äëÿ ïîñòàíîâêè ýêñïåðèìåíòà ñ öåëüþ ïîäòâåðæäåíèÿ
èëè îïðîâåðæåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ìû ðàçðàáîòàëè ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå,
âû÷èñëÿþùåå âðåìÿ ðàáîòû ñåòè Ïåòðè ïñåâäî-êîíâåéåðà èëè áîëåå îáùåé ñèñòåìû |
ñèíõðîíèçàöèîííîãî ãðàôà. Îïèøåì àëãîðèòì ðàáîòû ïðîãðàììû.

http://technomag.bmstu.ru/doc/695993.html 142

http://technomag.bmstu.ru/doc/695993.html


Ïðîãðàììà îðãàíèçîâàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî â ïðîöåññå ðàáîòû äëÿ êàæäîãî ïåðåõîäà
ñåòè ñîçäàåòñÿ îòäåëüíûé ïîòîê. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ïîòîêàìè îáåñïå÷èâàåò âûïîë-
íåíèå óñëîâèÿ çàâèñèìîñòè ñîñåäíèõ îïåðàöèé.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîòîêè âûïîëíÿëèñü îäíîâðåìåííî, çà îïåðàöèþ â äàííîé ïðîãðàììå

áóäåì ïðèíèìàòü çàäåðæêó âûïîëíåíèÿ íà çàäàííîå ïîëüçîâàòåëåì âðåìÿ. Â ýòîì çàêëþ÷à-
åòñÿ îñíîâíàÿ èäåÿ, äåëàþùàÿ âîçìîæíûìè ýêñïåðèìåíòû ïî èçìåðåíèþ âðåìåíè ðàáîòû
ïàðàëëåëüíî ðàáîòàþùèõ ïðîöåññîâ.
Ðàáîòà ïðîãðàììû íà÷èíàåòñÿ ñ ñîçäàíèÿ ãëîáàëüíîãî òàéìåðà, êîòîðûé çàêàí÷èâàåò

îòñ÷åò âðåìåíè ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïîñëåäíåé îïåðàöèè. Ñ ïîìîùüþ íåãî ìû ïîëó÷àåì íà
âûõîäå ðåçóëüòèðóþùåå âðåìÿ ðàáîòû ïñåâäî-êîíâåéåðà.
Â êà÷åñòâå îáúåêòà ñèíõðîíèçàöèè ðàáîòû ïîòîêîâ â äàííîé ïðîãðàììå âûñòóïàåò

ñîáûòèå (event). Îáúåêò ñîáûòèå ìîæåò íàõîäèòüñÿ â äâóõ ñîñòîÿíèÿõ: çàíÿò (åñòü ñîáûòèå)
è ñâîáîäåí (íåò ñîáûòèÿ). Ñîñòîÿíèå, ïðè êîòîðîì îáúåêò ñîáûòèå çàíÿò, íàçûâàåòñÿ
ñèãíàëüíûì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåâûäåëåííûì. Ôóíêöèÿ ïîòîêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îæèäàíèå ñèãíàëîâ î çàâåðøåíèè ñìåæíûõ ïîòîêîâ, âûïîëíåíèå îïåðàöèè è ïîñëåäóþùóþ
óñòàíîâêó ñîáûòèÿ, ñèãíàëèçèðóþùåãî îá îêîí÷àíèè ðàáîòû.

Ýêñïåðèìåíò äëÿ ïñåâäî-êîíâåéåðà. Ðàññìîòðèì ñåòü Ïåòðè ïñåâäî-êîíâåéåðà, èçî-
áðàæåííîãî íà ðèñ. 3. ðèñ.3

Ðèñ. 3. Ïðèìåð ïñåâäî-êîíâåéåðà

Ïóñòü τ(a1) = 3, τ(a2) = 2, τ(a3) = 4. Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì ðàñ÷åòà ìèíèìàëüíîãî
âðåìåíè âûïîëíåíèÿ òðàññû, îïèñàííûé âûøå, ïîëó÷èì

[(a3
1a

2
2a

4
3)

m] = [a1][a1][a1]([a2][a2][a1a3][a1a3][a1a3][a3])
m−1[a2][a2][a3][a3][a3][a3].

Îòñþäà ϑ(t) = 3 + 6(m− 1) + 2 + 4 = 6m + 3. Ïðèm = 4 èìååì ϑ(t) = 27.
Òåïåðü ðàññ÷èòàåì âðåìÿ âûïîëíåíèÿ òðàññû ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïóòåì.
Ïîñëå çàïóñêà ïðîãðàììû â ãëàâíîì ïîòîêå ñîçäàåòñÿ òðè íèòè | ïî îäíîé íà êàæäóþ

îïåðàöèþ. Äëÿ ñèíõðîíèçàöèè ðàáîòû ïîòîêîâ ñîçäàåòñÿ òðè ñîáûòèÿ. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå
ñîáûòèé| ñèãíàëüíîå. Ïåðâûé ïîòîê a1 îæèäàåò óñòàíîâêè ñîáûòèÿ event2. Ïîñêîëüêó âñå
ñîáûòèÿ óñòàíîâëåíû, ïîòîê a1 íà÷èíàåò âûïîëíÿòü îïåðàöèþ, ïðè ýòîì ìåíÿÿ ñîñòîÿíèå
ñîáûòèÿ event1 íà íåâûäåëåííîå. Ïî îêîí÷àíèþ ðàáîòû ïîòîê a1 îñâîáîæäàåò event2 è
óñòàíàâëèâàåò event1. Ïîòîê a2 ïîñòîÿííî íàõîäèòñÿ â îæèäàíèè ñîáûòèé event1 è event3.
Îíè ñèãíàëèçèðóþò åìó î òîì, ÷òî ïîòîêè a1 è a3 çàâåðøèëè ñâîþ ðàáîòó. Äîæäàâøèñü
ñèãíàëà event1 è event3 ïîòîê a2 îñóùåñòâëÿåò çàäåðæêó, îñâîáîæäàåò ýòè ñîáûòèÿ è ìåíÿåò
ñîñòîÿíèå event2 íà ñèãíàëüíîå. Ñèãíàë event2 ïîçâîëÿåò a1 è a3 ïðèñòóïèòü ê ðàáîòå.
Ïîòîê a1 çàêàí÷èâàåò ñâîþ ðàáîòó ÷åðåç âðåìÿ τ(a1) = 3, è ñíîâà îñâîáîæäàåò event2 è

http://technomag.bmstu.ru/doc/695993.html 143

http://technomag.bmstu.ru/doc/695993.html


óñòàíàâëèâàåò event1. Ïðè ýòîì ïîòîê a3 ðàáîòàåò íà 1 ñåêóíäó äîëüøå è ïî çàâåðøåíèþ
îñâîáîæäàåò event2 è óñòàíàâëèâàåò event3. Äàëåå óïðàâëåíèå ïåðåõîäèò ê ïîòîêó a2.
Ïåðåäà÷à óïðàâëåíèÿ ìåæäó ïîòîêàìè ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ
m > 0. Ïî îêîí÷àíèþ ðàáîòû ïðîãðàììû ìû ïîëó÷àåì ìèíèìàëüíîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ
òðàññû, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ òåîðåòè÷åñêèìè ðàñ÷åòàìè.
Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè âðåìåíè âûïîëíåíèÿ òðàññû îò êîëè÷åñòâàm ðèñ.4

ýëåìåíòîâ î÷åðåäè äëÿ ïðèìåðà ðèñ. 3. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè ìàëûõm, ýêñïåðèìåíòàëüíûå
ðàñ÷åòû (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) ñîâïàäàþò ñ òåîðåòè÷åñêèìè, òîãäà êàê ïðè óâåëè÷åíèè m

íàáëþäàåòñÿ íåáîëüøàÿ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé.

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü âðåìåíè îáðàáîòêè m ýëåìåíòîâ î÷åðåäè

Áîëåå îáùèå ñòðóêòóðû. Â ñëó÷àå èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû êîíâåéåðíîé îáðàáîòêè,
ðàáîòà ïðîãðàììû îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Ýòî ìîæíî ïðèìåíèòü, íàïðèìåð,
ê âîëíîâûì ñèñòåìàì [13]. Äëÿ èëëþñòðàöèè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ðàññìîòðèì ñåòü,
ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 5. ðèñ.5

Ðèñ. 5. Ïðèìåð îáðàáîòêè êîíâåéåðíîãî òèïà

Âûïîëíèâ ïîñòðîåíèå íîðìàëüíîé ôîðìû Ôîàòû, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ
ìèíèìàëüíîãî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ:

[(a2
1a

3
2a

1
3)

m] = [a1a2][a1a2][a2]([a3][a1a2][a1a2][a2])
m−1[a3].

Îòñþäà ϑ(t) = 3 + 4(m− 1) + 1 = 4m. Ïðèm = 3, ϑ(t) = 12.
Ïîñêîëüêó äàííûé ïðèìåð âî ìíîãîì ñõîæ ñ ïðèìåðîì ðèñ. 3, îñòàíîâèìñÿ èñêëþ÷è-

òåëüíî íà ñèíõðîíèçàöèè ðàáîòû ïîòîêîâ. Ïîòîêè a1 è a2 íàõîäÿòñÿ â îæèäàíèè ñîáûòèÿ
event2 è âûïîëíÿþòñÿ ïàðàëëåëüíî. Ïîñëå çàâåðøåíèÿ îïåðàöèé, îáà ïîòîêà îñâîáîæäàþò
event2 è óñòàíàâëèâàþò event1 è event3 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîòîê a2 ïîëó÷àåò óïðàâëåíèå
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ïîñëå ïåðåõîäà event1 è event3 â ñèãíàëüíîå ñîñòîÿíèå. Ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû
òàêæå ñîâïàäàåò ñ òåîðåòè÷åñêèìè ðàñ÷åòàìè.
Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ äëÿ

íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ òðàññ. Îäíàêî ñòîèò ó÷åñòü, ÷òî óñïåõ ýêñïåðèìåíòà íàïðÿìóþ
çàâèñèò îò ìîùíîñòè âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí, íà êîòîðûõ îí ïðîâîäèòñÿ. Â ïðîöåññå
òåñòèðîâàíèÿ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñîâïàäåíèå òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
çíà÷åíèé ìèíèìàëüíîãî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ íàáëþäàåòñÿ ïðè îòíîñèòåëüíî áîëüøèõ
âåëè÷èíàõ τ(a) (ïîðÿäêà 1 ñ). Ïðè óìåíüøåíèè âðåìåíè âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé ïîÿâëÿåòñÿ
ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðåâîñõîäÿùàÿ ðåçóëüòèðóþùåå âðåìÿ.
Íàëè÷èå ïîãðåøíîñòè ìîæíî ñâÿçàòü ñ òåì, ÷òî ïðè ìàëûõ τ(a) âðåìåííûå çàòðàòû
íà óñòàíîâêó ñîáûòèé è ïåðåäà÷ó óïðàâëåíèÿ ìåæäó ïîòîêàìè ïðåâîñõîäÿò çàòðàòû íà
ñîáñòâåííî âû÷èñëåíèÿ. Ìû íå ó÷èòûâàåì ýòèõ ïîãðåøíîñòåé. Ýòîé ïðîáëåìå ïîñâÿùåíà,
íàïðèìåð, ðàáîòà [14], íî â íåé ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîíâåéåðíûå ñèñòåìû. Íàø ñïîñîá
ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ëþáîé àñèíõðîííîé ñèñòåìû, äëÿ êîòîðîé çàäàíû
âðåìåíà âûïîëíåíèÿ ñîáûòèé.
Äàííûé âîïðîñ òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïîýòîìó ïðîâåäåííûé ýêñïåðè-

ìåíò ìîæíî ñ÷èòàòü óñëîâíî óñïåøíûì.

Çàêëþ÷åíèå

Ïðèìåíåíèå ðàññìîòðåííûõ àñèíõðîííûõ ñèñòåì ê ñåòÿì Ïåòðè, ó êîòîðûõ íåçàâèñèìû
ïåðåõîäû, íå èìåþùèå îáùèõ ìåñò, ïðèâîäèò ê ñïîñîáó íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî âðåìåíè
âûïîëíåíèÿ äëÿ ïàðàëëåëüíûõ ïðîöåññîâ, ìîäåëèðóåìûõ ñ ïîìîùüþ ñåòåéÏåòðè. Ýêñïåðè-
ìåíò ÷àñòè÷íî ïîäòâåðæäàåò ïðàâèëüíîñòü âûáîðà ìîäåëè äëÿ ðàñ÷åòà âðåìåíè âûïîëíåíèÿ.
Â ïåðñïåêòèâå èññëåäîâàíèå îöåíîê âðåìåíè äëÿ ðàçëîæåíèÿ îïåðàöèé â êîìïîçèöèþ

îïåðàöèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü íåçàâèñèìû. Äëÿ èçó÷åíèÿ ýòîãî âîïðîñà áûëî áû õîðîøî
óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó àñèíõðîííûìè ñèñòåìàìè ñ ôóíêöèåé âðåìåíè è âðåìåííûìè
ìíîãîìåðíûìè àâòîìàòàìè, ââåäåííûìè Ãóáî [15].
Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîãðàììû ñòðàòåãè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ ãîñóäàðñòâåííûõ

îáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèé âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ, ¹ 2011-ÏÐ-054.
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