
ý ë å ê ò ð î í í û é    í à ó ÷ í î - ò å õ í è ÷ å ñ ê è é   æ ó ð í à ë

ÈÍÆÅÍÅÐÍÛÉ ÂÅÑÒÍÈÊ
èçäàòåëü ÔÃÁÎÓ ÂÏÎ «Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. Í.Ý. Áàóìàíà»

Ñòàáèëèçàöèÿ äâèæåíèÿ àâòîìîáèëåïîäîáíîãî
÷åòûðåõêîëåñíîãî ðîáîòà ïî çàäàííîìó ïóòè
77-48211/597892
# 11, íîÿáðü 2013
Ôîêèíà À.Þ.
ÓÄÊ 517.93

Ðîññèÿ, ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà
alexfokina@rambler.ru

Ââåäåíèå

Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ïðèëîæåíèé (íàïðèìåð â ñåëüñêîì õîçÿéñòâå, ñòðîèòåëüñòâå äî-
ðîã), ãäå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû äâèæóùååñÿ òðàíñïîðòíîå ñðåäñòâî ñëåäîâàëî ïî çàäàííîìó ïóòè
ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ.
Èçâåñòíû äâà òèïà çàäà÷: çàäà÷à ñëåäîâàíèÿ ðîáîòà ïî çàäàííîé òðàåêòîðèè è çàäà÷à

ñòàáèëèçàöèè äâèæåíèÿ ðîáîòà ïî çàäàííîìó ïóòè.
Â çàäà÷å ñòàáèëèçàöèè äâèæåíèÿ ïî çàäàííîìó ïóòè òðåáóåòñÿ, ÷òîáû êîëåñíûé ðîáîò

èç íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ äîñòèã íóæíîãî ïóòè è äâèãàëñÿ âäîëü íåãî ñ ïîñòî-
ÿííîé ñêîðîñòüþ. Â êà÷åñòâå ïóòè çàäàþò äîñòàòî÷íî ãëàäêóþ êðèâóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
îïðåäåëåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíòðîëüíûõ òî÷åê.
Ïîäîáíàÿ çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [12, 13, 14]. Â [12] íà îñíîâå äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìå-

òðè÷åñêîãî ïîäõîäà ðåøàåòñÿ çàäà÷à ñëåäîâàíèÿ âäîëü çàäàííîãî ïóòè äâóõêîëåñíîãî ðîáîòà
ñ äèôôåðåíöèàëüíûì ïðèâîäîì, â [13, 14] îïèñàíû ïðàêòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è ñëåäî-
âàíèÿ âäîëü çàäàííîãî ïóòè äëÿ LEGO-ðîáîòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà [13] è
àëãîðèòìà, ïðèâåäåííîãî â [3].
Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïóòåâîé ñòàáèëèçàöèè àâòîìîáèëåïîäîáíîãî ÷å-

òûðåõêîëåñíîãî ðîáîòà èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ëèíåàðèçàöèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïî ÷àñòè
ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùèì îáðàçîì âûáðàííîé îáðàòíîé ñâÿçè. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ
óêàçàííîãî ìåòîäà íåîáõîäèìî ïðèâåñòè äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ óïðàâëåíèåì, îïèñûâà-
þùóþ äâèæåíèå ðîáîòà, ê ñïåöèàëüíîìó âèäó, íàçûâàåìîìó êâàçèêàíîíè÷åñêèì [9]. Åñëè
òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå óäàåòñÿ íàéòè, òî ëèíåàðèçóþùàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü ìîæåò áûòü ëåãêî
ïîñòðîåíà. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
ñ óïðàâëåíèåì, äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü ìàêñèìàëüíûé èíäåêñ ïðèâîäèìîñòè ê êâàçèêà-
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íîíè÷åñêîìó âèäó [8]. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óäîáíî èñïîëüçîâàòü òðàäèöèîííóþ äëÿ êîëåñíûõ
ðîáîòîâ ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, çàïèñàííóþ â ïóòåâûõ êîîðäèíàòàõ [2].
Îáû÷íî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè äâèæåíèÿ ïî çàäàííîìó ïóòè ïðîèçâîäÿò

çàìåíó ïåðåìåííîé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ïåðåõîäÿò îò äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè
ê äèôôåðåíöèðîâàíèþ ïî íàòóðàëüíîìó ïàðàìåòðó êðèâîé, çàäàþùåé ïóòü (ñì. íàïðèìåð
[3, 5, 11]). Â äàííîé ñòàòüå ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à ñëåäîâàíèÿ ïî çàäàííîìó ïóòè ìîæåò áûòü
ðåøåíà áåç çàìåíû ïåðåìåííîé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

1. Ìîäåëü êîëåñíîãî ðîáîòà

Êîëåñíûé ðîáîò (ÊÐ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâèæóùååñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ òðàíñïîðò-
íîå ñðåäñòâî, ó êîòîðîãî çàäíèå êîëåñà ÿâëÿþòñÿ âåäóùèìè, à ïåðåäíèå êîëåñà îòâå÷àþò
çà ïîâîðîò ïëàòôîðìû. Ïîëîæåíèå ðîáîòà íà ïëîñêîñòè îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ êîîðäèíàòàìè
(xc, yc) íåêîòîðîé öåëåâîé òî÷êè ïëàòôîðìû è îäíèì óãëîì, çàäàþùèì îðèåíòàöèþ ïëàò-
ôîðìû îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò xOy. Â êà÷åñòâå öåëåâîé áåðåòñÿ
òî÷êà, ðàñïîëîæåííàÿ â ñåðåäèíå çàäíåé îñè ïëàòôîðìû, à â êà÷åñòâå óãëà | óãîë ϑ ìåæäó
öåíòðàëüíîé ëèíèåé ïëàòôîðìû (ñîâïàäàþùåé ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà ñêîðîñòè) è îñüþ x.
Ïîäðîáíîå îïèñàíèå èñïîëüçóåìûõ ïåðåìåííûõ è ñèñòåì êîîðäèíàò ìîæíî íàéòè â [1, 3, 14].
Âìåñòî ÷åòûðåõêîëåñíîé ìîäåëè ðîáîòà áóäåì ðàññìàòðèâàòü òðåõêîëåñíóþ ìîäåëü, äëÿ

÷åãî çàìåíèì äâà ïåðåäíèõ êîëåñà îäíèì, ðàñïîëîæåííûì ìåæäó íèìè. Óãîë ϕ ïîâîðîòà
ïåðåäíåãî êîëåñà òðåõêîëåñíîãî ðîáîòà ñîîòâåòñòâóåò ïîëóñóììå óãëîâ ϕ1 è ϕ2 ïîâîðîòà
ïåðåäíèõ êîëåñ ÷åòûðåõêîëåñíîãî ðîáîòà îòíîñèòåëüíî ïðîäîëüíîé îñè ðîáîòà:

ϕ =
ϕ1 + ϕ2

2
.

Â êà÷åñòâå ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ êîëåñíîãî ðîáîòà â çåìíîé íåïîäâèæíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîîðäèíàòû xc, yc áàçîâîé òî÷êè C ðîáîòà (ñåðåäèíû çàäíåé
îñè), óãîëϑìåæäó öåíòðàëüíîé ëèíèåé ïëàòôîðìûè îñüþOx çåìíîé íåïîäâèæíîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò, ìîäóëü âåêòîðà ñêîðîñòè v òî÷êè C ðîáîòà (v > 0) è óãîë ϕ ïîâîðîòà ïåðåäíåãî
êîëåñà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç u ìãíîâåííîå çíà÷åíèå êðèâèçíû êðèâîé, îïèñûâàåìîé öåëåâîé òî÷êîé

C. Ýòà âåëè÷èíà îäíîçíà÷íî ñâÿçàíà ñ óãëîì ïîâîðîòà ïåðåäíåãî êîëåñà ϕ ñîîòíîøåíèåì
u =

tgϕ
l
, ãäå l| ðàññòîÿíèå ìåæäó ïåðåäíèìè è çàäíèìè êîëåñàìè [1, 3].

Êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òàêîãî ðîáîòà èìåþò âèä
ẋc = v cosϑ,

ẏc = v sinϑ,

ϑ̇ = v
tgϕ
l
,

ϕ̇ = ω,

(1)

ãäå ω| óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïîâîðîòà ïëîñêîñòè ïåðåäíåãî êîëåñà.
Ïðèìåì ω â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü ñêîðîñòü v ïîñòîÿííîé.
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2. Ïåðåõîä ê ïóòåâûì êîîðäèíàòàì

Ïåðåéäåì îò ïåðåìåííûõ xc, yc, ϑ, ϕ ê ïóòåâûì êîîðäèíàòàì [2]. Ïóñòü s|íàòóðàëüíûé
ïàðàìåòð êðèâîé, çàäàþùåé ïðåäïèñàííóþ òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ; d| ðàññòîÿíèå îò áàçî-
âîé òî÷êè C ðîáîòà äî ïðåäïèñàííîé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ; ϕ| óãîë ïîâîðîòà ïåðåäíåãî
êîëåñà; ψ { óãîë ìåæäó öåíòðàëüíîé ëèíèåé ïëàòôîðìû è êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê ïðåäïè-
ñàííîé òðàåêòîðèè â òî÷êå Cs öåëåâîãî ïóòè, áëèæàéøåé ê áàçîâîé òî÷êå ðîáîòà C (ðèñ. 1).
Ïîëàãàåì, ÷òî ïðè äâèæåíèè ðîáîòà âäîëü öåëåâîé êðèâîé â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè
âûïîëíÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå |ψ| < π

2
.

Ðèñ. 1. Ïîëîæåíèå êîëåñíîãî ðîáîòà îòíîñèòåëüíî ïðåäïèñàííîé òðàåêòîðèè

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè ôèêñèðîâàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíòðîëüíûõ òî÷åê, çàäàííûõ ñâî-
èìè êîîðäèíàòàìè. Áóäåì çàäàâàòü öåëåâîé ïóòü, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ýòè òî÷êè â ïîðÿäêå èõ
ñëåäîâàíèÿ, ïàðîé ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñïëàéíîâ{

xs = x(s),

ys = y(s),

ãäå s|äëèíà êðèâîé. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî èìååò ìåñòî åñòåñòâåííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ
êðèâîé, à ïåðåìåííóþ s íàçûâàþò åñòåñòâåííûì ïàðàìåòðîì.
Ñ÷èòàþò, ÷òî ðàññòîÿíèå d ïîëîæèòåëüíî, åñëè öåëåâàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ ñëåâà îò êðèâîé

ïðè äâèæåíèè â íàïðàâëåíèè óâåëè÷åíèÿ åñòåñòâåííîãî ïàðàìåòðà, è îòðèöàòåëüíî, åñëè
ñïðàâà. Ïðè ýòîì çíàê d ñîâïàäàåò ñî çíàêîì âûðàæåíèÿ cosα, ãäå α|óãîë ìåæäó âåêòîðîì
íîðìàëè −→β = (−y′s, x′s) ê êðèâîé â òî÷êå Cs è âåêòîðîì

−−→
CCs.
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Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â [2], çàïèøåì èñõîäíóþ ñèñòåìó (1) â ïóòåâûõ
êîîðäèíàòàõ â âèäå 

ṡ =
v cosψ

1− kd
,

ḋ = v sinψ,

ψ̇ =
v

l
tgϕ− kv cosψ

1− kd
,

ϕ̇ = ω,

(2)

ãäå k ≡ k(s)|êðèâèçíà öåëåâîé êðèâîé â áëèæàéøåé ê òî÷êåC ðîáîòà òî÷êå êðèâîé. Çàìåíà
ïåðåìåííûõ, çàäàþùàÿ ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû (1) â ïóòåâûå êîîðäèíàòû, îïðåäåëåíà â
îáëàñòè Ω = R4 ∩

{
|ψ| < π

2

}
∩

{
|ϕ| < π

2

}
∩ {1− kd > 0}.

3. Ïðåîáðàçîâàíèå ê êâàçèêàíîíè÷åñêîìó âèäó

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (2) â îáùåì âèäå:

ẋ = A (x) +Bω,

ãäå x = (s, d, ψ, ϕ)
ò | âåêòîð ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ, à âåêòîðíûå ïîëÿ A, B, àññîöèèðî-

âàííûå ñ ñèñòåìîé (2), â ïóòåâûõ êîîðäèíàòàõ èìåþò âèä

A(x) =



v cosψ
1− kd

v sinψ

v

l
tgϕ− kv cosψ

1− kd

0

, B =


0

0

0

1

. (3)

Ñ ó÷åòîì òðåáîâàíèÿ v > 0 áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó (2) â îáëàñòè Ω.
Íàéäåì ìàêñèìàëüíûé èíäåêñ ïðèâîäèìîñòè r ñèñòåìû (3) ê êâàçèêàíîíè÷åñêîìó âèäó

ïî àëãîðèòìó, ïðèâåäåííîìó â [8].
Òàê êàêB 6= 0, òî ðàñïðåäåëåíèåF1 = span(B) â îáëàñòèΩ ðåãóëÿðíî è èíâîëþòèâíî [10].
Äàëåå äëÿ k = 2, 3, . . . ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿåì âåêòîðíûå ïîëÿ

adk−1
A B = [A, adk−2

A B],

ãäå ad0
AB = B, ïðîâåðÿåì ðåãóëÿðíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Fk = span

(
B, adAB, . . . , adk−1

A B
)
,

è ñòðîèì åãî èíâîëþòèâíîå çàìûêàíèåF k. Çàòåìïðîâåðÿåìðåãóëÿðíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿF k.
Ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ëèáî ðàñïðåäåëåíèå Fk íå îêàæåòñÿ íåðåãóëÿð-

íûì â Ω, ëèáî åãî èíâîëþòèâíîå çàìûêàíèå F k íå îêàæåòñÿ íåðåãóëÿðíûì, ëèáî ðàçìåð-
íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ F k íå ñòàíåò ðàâíîé ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû (3). Ìàêñèìàëüíûé èíäåêñ
ïðèâîäèìîñòè ê êâàçèêàíîíè÷åñêîìó âèäó ñèñòåìû (3) â îáëàñòè Ω áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ
ðàçìåðíîñòüþ ìàêñèìàëüíîãî ðåãóëÿðíîãî èíâîëþòèâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñòðîåííîãî ïî
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óêàçàííîé ïðîöåäóðå, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí íåòðèâèàëüíûé ïåðâûé èí-
òåãðàë.

Äëÿ ïðîâåðêè ðåãóëÿðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ F2 = span (B, adAB) âû÷èñëèì êîîðäèíàòû
âåêòîðíîãî ïîëÿ adAB = [A,B]. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

adAB(x) =
∂B(x)

∂x
A(x)− ∂A(x)

∂x
B(x) =


0

0

s− v

l cos2 ϕ
0

.

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå F2 = span (B, adAB) ðåãóëÿðíî, ïîñêîëüêó ðàíã ìà-
òðèöû 

0 0

0 0

0 − v

l cos2 ϕ
1 0


ðàâåí 2 â Ω, è dim(F2) = 2 â Ω.

Ïîñòðîèì èíâîëþòèâíîå çàìûêàíèå F2. Ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå

span (B, adAB, [B, adAB])

è èññëåäóåì åãî èíâîëþòèâíîñòü. Èìååì

[B, adAB](x) =


0

0

− 2v tgϕ
l cos2 ϕ

0

.

Ïîñêîëüêó ðàíã ìàòðèöû 
0 0 0

0 0 0

0 − v

l cos2 ϕ
− 2v tgϕ
l cos2 ϕ

1 0 0

 ,

ðàâåí 2, òî âåêòîðíîå ïîëå [B, adAB] ÿâëÿåòñÿ â Ω ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðíûõ ïîëåé
B è adAB íàä êîëüöîì ãëàäêèõôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íàΩ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïðåäåëåíèå
F2 èíâîëþòèâíî (F2 = F 2) è ðåãóëÿðíî â Ω.

77-48211/597892, ¹11 íîÿáðü 2013 ã. 519



Ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå F3 = span (B, adAB, ad2
AB). Èìååì

ad2
AB(x) =



− v2 sinψ
l cos2 ϕ(1− kd)
v2 cosψ
l cos2 ϕ

kv2 sinψ
l cos2 ϕ(1− kd)

− 2ωv tgϕ
l cos2 ϕ

0


.

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà 

0 0 − v2 sinψ
l cos2 ϕ(1− kd)

0 0
v2 cosψ
l cos2 ϕ

0 − v

l cos2 ϕ
kv2 sinψ

l cos2 ϕ(1− kd)
− 2ωv tgϕ

l cos2 ϕ
1 0 0


èìååò â Ω ðàíã, ðàâíûé 3, òî ðàñïðåäåëåíèå F3 ðåãóëÿðíî â Ω.
Èññëåäóåì èíâîëþòèâíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ F3. Âû÷èñëèâ [adAB, ad2

AB], ïîëó÷èì

[adAB, ad2
AB](x) =



v3 cosψ
l2 cos4 ϕ(1− kd)

v3 sinψ
l2 cos4 ϕ

− kv3 cosψ
l2 cos4 ϕ(1− kd)

0


.

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ðàíã ìàòðèöû

0 0 − v2 sinψ
l cos2 ϕ(1− kd)

v3 cosψ
l2 cos4 ϕ(1− kd)

0 0
v2 cosψ
l cos2 ϕ

v3 sinψ
l2 cos4 ϕ

0 − v

l cos2 ϕ
kv2 sinψ

l cos2 ϕ(1− kd)
− 2ωv tgϕ

l cos2 ϕ
− kv3 cosψ
l2 cos4 ϕ(1− kd)

1 0 0 0


ðàâåí 4 â Ω è ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, èíâî-
ëþòèâíîå çàìûêàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ F3 èìååò ðàçìåðíîñòü 4 â Ω è ðåãóëÿðíî. Ïîñêîëüêó
ðàçìåðíîñòü èíâîëþòèâíîãî çàìûêàíèÿ ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà, òî, ñî-
ãëàñíî àëãîðèòìó [8], íåîáõîäèìî âåðíóòüñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F2, ïîñêîëüêó
îíî ðåãóëÿðíî, èíâîëþòèâíî è ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ðàññìàòðèâàåìîãî
âèäà, îáëàäàþùèì óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ìåíüøå ðàçìåðíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé.
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Çàìåòèì, ÷òî èç dimF3 = 3 â Ω ñëåäóåò ad2
AB /∈ F 2 â Ω. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî

â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè èç Ω îïðåäåëåí ìàêñèìàëüíûé èíäåêñ ïðèâîäèìîñòè ê êâàçè-
êàíîíè÷åñêîìó âèäó, ðàâíûé 3, è íàéäåòñÿ ëîêàëüíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ, ïîçâîëÿþùàÿ
ïðåîáðàçîâàòü ñèñòåìó (3) ê ðåãóëÿðíîìó êâàçèêàíîíè÷åñêîìó âèäó. Åñëè â îêðåñòíîñòè
íåêîòîðîé òî÷êè ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàìåíà áóäåò ïîñòðîåíà, ìîæíî áóäåò èññëåäîâàòü íåëî-
êàëüíûå ñâîéñòâà ýòîé çàìåíû.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ çàìåíû ïåðåìåííûõ íàéäåì ïåðâûå èíòåãðàëû ðàñïðåäåëåíèÿ F2. Äëÿ

ýòîãî ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé [10]

Bh = 0, adABh = 0,

èìåþùóþ â ïóòåâûõ êîîðäèíàòàõ âèä
∂h

∂ϕ
= 0,

v

l cos2 ϕ

∂h

∂ψ
= 0.

Ýòà ñèñòåìà èìååò äâà î÷åâèäíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëà: h1 = s, h2 = d.
Ïîñêîëüêó îäíîé èç öåëåé óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûâîä áàçîâîé òî÷êè C ðîáîòà íà öå-

ëåâîé ïóòü, â êà÷åñòâå ïåðâîé ôàçîâîé ïåðåìåííîé z1 âîçüìåì ðàññòîÿíèå d. Òîãäà [9],
ïîñëåäîâàòåëüíî äèôôåðåíöèðóÿ z1 â ñèëó ñèñòåìû (2), ïîëó÷èì

z2 = ż1 = v sinψ,

z3 = ż2 = v cosψ
(v
l
tgϕ− kv cosψ

1− kd

)
,

ż3 = f + gω,

ãäå

f = −v sinψ
(v
l
tgϕ− kv cosψ

1− kd

)2

+

+vcosψ

(
−k

2v2cosψ sinψ

(1−kd)2
+
kv sinψ

1−kd

(v
l
tgϕ− kvcosψ

1−kd

))
− k̇

(kdvcosψ

(1−kd)2
+
vcosψ

1−kd

)
,

g =
v2 cosψ

l cos2 ϕ
.

Ïîëîæèì η = s, ãäå s| íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð êðèâîé. Òîãäà

η̇ =
v cosψ

1− kd
.

Çàìåòèì, ÷òî âûáîð îäíîãî èç ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ðàñïðåäåëåíèÿ F2 â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíîé
ôóíêöèè ïîçâîëèë èçáàâèòüñÿ â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè îò óïðàâëåíèÿ.
Ïîêàæåì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ

z1 = d,

z2 = v sinψ,

z3 = v cosψ
(
v

l
tgϕ− kv cosψ

1− kd

)
,

η = s,

(4)

äåéñòâèòåëüíî çàäàþò íåâûðîæäåííóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ â îáëàñòè Ω.
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Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ìàòðèöà ßêîáè çàìåíû (4) íåâûðîæäåíà â îáëàñòè Ω, è â óêàçàííîé
îáëàñòè îïðåäåëåíî îáðàòíîå ê (4) ãëàäêîå îòîáðàæåíèå. Òàêèì îáðàçîì, èìååì äèôôåî-
ìîðôèçì Ψ: Ω → Ψ(Ω), ãäå Ψ(Ω)| îáðàç îáëàñòè Ω ïðè óêàçàííîì îòîáðàæåíèè.
Â èòîãå â Ω ïîëó÷àåì êâàçèêàíîíè÷åñêèé âèä ñèñòåìû (2) ñ èíäåêñîì ïðèâîäèìîñòè

r = 3 

ż1 = z2,

ż2 = z3,

ż3 = f(z, η) + g(z, η)ω,

η̇ =
v cosψ
1− kd

.

(5)

ãäå z = (z1, z2, z3). Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòåìû çàïèñàíî â âèäå çàãîòîâêè, ò.å. â íåì
íå ñäåëàíà çàìåíà ïåðåìåííûõ. Îäíàêî â äàííîì ñëó÷àå óêàçàííûé âèä ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè
èññëåäîâàíèå íóëåâîé äèíàìèêè [4, 6, 7] ñèñòåìû.
Íóëåâàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû (5), ñîîòâåòñòâóþùàÿ z1 = z2 = z3 = 0, èìååò âèä

η̇ =
v cosψ

1− kd
= v,

òàê êàê z2 = ż1 = v sinψ = 0, ψ = 0, d = 0. Ðåøåíèå ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò
äâèæåíèþ òî÷êè C ðîáîòà âäîëü çàäàííîé êðèâîé ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v.
Êîýôôèöèåíò g ïðè óïðàâëåíèè íå îáðàùàåòñÿ â íîëü â îáëàñòè Ω. Âîñïîëüçóåìñÿ

ìåòîäîì ëèíåàðèçàöèè îáðàòíîé ñâÿçüþ ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ [4, 7] äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòàáè-
ëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùåãî ñòàáèëèçàöèþ z1 = z2 = z3 = 0, è ïîëîæèì

ω =
f − (b1z1 + b2z2 + b3z3)

g
. (6)

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ àññèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ż3 = −
∑
i

bizi êîýô-

ôèöèåíòû b1, b2, b3 âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû êîðíè λi ñîîòâåòñòâóþùåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèþ Re(λi) < 0 [6].
Ïðè ñòàáèëèçàöèè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ íóëåâàÿ äèíàìèêà íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé, êàê

òðàäèöèîííî òðåáóþò ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè [4]. Îäíàêî, ïîñêîëüêó ðåøåíèå
η(t) óðàâíåíèÿ íóëåâîé äèíàìèêè ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ âäîëü çàäàííîãî ïóòè ñ ïîñòîÿí-
íîé ñêîðîñòüþ, ïðåäúÿâëåííîå óïðàâëåíèå (6) îáåñïå÷èâàåò ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

4. Ïðèìåðû

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ñòàáèëèçàöèè äâèæåíèÿ ïî çàäàííîé ïðÿìîé è ïî çàäàííîé îêðóæ-
íîñòè. Â äàííûõ ïðèìåðàõ çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî ñîîòâåòñòâóþùåé
ëèíèè ìîæíî ðåøèòü àíàëèòè÷åñêè. Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü
äîñòàòî÷íî ïðîñòûå ÷èñëåííûå ïðîöåäóðû.
Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà çàäàííûé ïóòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ ëèíèþ

x(τ) = τ, y(τ) = τ,

ãäå τ | ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð.
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Åñòåñòâåííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ýòîé ïðÿìîé èìååò âèä

x(s) =
s√
2
, y(s) =

s√
2
,

ãäå s| åñòåñòâåííûé ïàðàìåòð êðèâîé.
Ïðèìåì v = 1 ì/ñ, l = 2 ì. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x(0) = −0,5 ì, y(0) = −1 ì, ϑ(0) = 0 ðàä, ϕ(0) = 0 ðàä.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2{5.

Ðèñ. 2. Çàäàííûé ïóòü è ïóòü ðîáîòà

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü óãëà îðèåíòàöèè ϑ ðîáîòà îò âðåìåíè t
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü óãëà ïîâîðîòà êîëåñ ϕ ðîáîòà îò âðåìåíè t

Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü óïðàâëåíèÿ ω îò âðåìåíè t

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà çàäàííûé ïóòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü,
îïèñûâàåìóþ óðàâíåíèÿìè

x(τ) = 20 cos τ, y(τ) = 20 sin τ,

ãäå τ | ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð.
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Åñòåñòâåííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ äàííîé êðèâîé èìååò âèä

x(s) = 20 cos
s

20
, y(s) = 20 sin

s

20
,

ãäå s| åñòåñòâåííûé ïàðàìåòð êðèâîé.
Ïðèìåì v = 6 ì/ñ, l = 3 ì, à íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàäèì òàê:

x(0) = 10 ì, y(0) = −10 ì, ϑ(0) =
π

2
ðàä, ϕ(0) = 0 ðàä.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 6{10.

Ðèñ. 6. Çàäàííûé ïóòü è ïóòü ðîáîòà

Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü óãëà îðèåíòàöèè ϑ ðîáîòà îò âðåìåíè t
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Ðèñ. 8. Çàâèñèìîñòü óãëà ïîâîðîòà êîëåñ ϕ ðîáîòà îò âðåìåíè t

Ðèñ. 9. Çàâèñèìîñòü óïðàâëåíèÿ ω ðîáîòà îò âðåìåíè t

Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ â çàäà÷å
ñòàáèëèçàöèè äâèæåíèÿ êîëåñíîãî ðîáîòà ñ àâòîìîáèëüíîé êîìïîíîâêîé êîëåñ ïî çàäàííîìó
ïóòè áåç çàìåíû ïåðåìåííîé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ò.å. áåç òðàäèöèîííîãî äëÿ äàííîé çàäà÷è
ïåðåõîäà îò äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè ê äèôôåðåíöèðîâàíèþ ïî ïóòåâîìó ïàðàìåòðó
èëè äðóãîé ïîäîáíîé ïåðåìåííîé.
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Ðèñ. 10. Èçìåíåíèå ðàññòîÿíèå îò öåëåâîé òî÷êè äî çàäàííîãî ïóòè

Ïðîâåäåíî ïîëíîå èññëåäîâàíèå ïðèâîäèìîñòè êèíåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êîëåñíîãî ðî-
áîòà ê êâàçèêàíîíè÷åñêîìó âèäó, íàéäåí ìàêñèìàëüíûé èíäåêñ ïðèâîäèìîñòè ê óêàçàííîìó
âèäó.
Ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíà ðàáîòîñïîñîáíîñòü ïðåäëîæåííîãî

ìåòîäà ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùåãî äâèæåíèå êîëåñíîãî ðîáîòà âäîëü çàäàííîãî
ïóòè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.
Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõ ïî ãðàíòàì ÐÔÔÈ¹12-07-00329

è ¹ 12-07-00267.
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