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Ââåäåíèå

Îäèí èç èçâåñòíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ ñòàöèîíàðíîé àôôèííîé ñèñòåìûñ âûõîäîìîñíîâàííàïîñòðîåíèè
íîðìàëüíîé ôîðìû ñèñòåìû [1,2].
Åñëè âûõîä àôôèííîé ñèñòåìû íå çàäàí, òî â êà÷åñòâå âûõîäà ìîæåò áûòü

âûáðàíà ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû ê ðåãóëÿðíîìó êâà-
çèêàíîíè÷åñêîìó âèäó [3, 4].
Åñëè íîðìàëüíàÿ ôîðìà ñèñòåìû c çàäàííûì âûõîäîì â íåêîòîðîé îêðåñò-

íîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñóùåñòâóåò è èìååò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâóþ
íóëåâóþ äèíàìèêó, òî èçâåñòåí âèä îáðàòíîé ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ, ëîêàëüíî
ñòàáèëèçèðóþùåé ðàññìàòðèâàåìîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ [1, 2].
Ñèñòåìû ñ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé íóëåâîé äèíàìèêîé íàçûâàþò ìè-

íèìàëüíî-ôàçîâûìè. Íàëè÷èå ñâîéñòâà ìèíèìàëüíîé ôàçîâîñòè ÿâëÿåòñÿ ñó-
ùåñòâåííûì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè.
Â ñëó÷àå, åñëè àôôèííàÿ ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíî ôàçîâîé, ïðî-

áëåìà ñòàáèëèçàöèè åå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îêàçàëàñü äîñòàòî÷íî ñëîæíîé è
ïîäõîäû ê åå ðåøåíèþ èçâåñòíû â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ. Îäíèì èç ìåòîäîâ, ïîçâî-
ëÿþùèõ íàéòè ñòàáèëèçèðóþùóþ îáðàòíóþ ñâÿçü äëÿ íåìèíèìàëüíî ôàçîâîé
ñèñòåìû, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä âèðòóàëüíûõ âûõîäîâ [5{7]. Ýòîò ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ

http://technomag.edu.ru/doc/467824.html 117

http://technomag.edu.ru/doc/467824.html
http://technomag.edu.ru/doc/467824.html
http://dx.doi.org/10.7463/0912.0467824
mailto:mathmod@bmstu.ru
http://technomag.edu.ru/doc/467824.html


â íàõîæäåíèè íîâîãî âûõîäà, íàçûâàåìîãî âèðòóàëüíûì, äëÿ êîòîðîãî ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà èìååò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâóþ íóëåâóþ
äèíàìèêó.
Â ðàáîòàõ [5{7] ïðîâåäåíî èñ÷åðïûâàþùåå èññëåäîâàíèå ñëó÷àåâ, êîãäà

îòíîñèòåëüíàÿ ñòåïåíü âûõîäà àôôèííîé ñèñòåìû â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ
îïðåäåëåíà è ðàâíà 1 èëè 2.
Èññëåäóåì ñëó÷àé, êîãäà âûõîä àôôèííîé ñèñòåìû èìååò îòíîñèòåëüíóþ

ñòåïåíü, áîëüøóþäâóõ, è óêàæåì ñïåöèàëüíûå âèäû ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ â ýòîì
ñëó÷àå óäàåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó ñòàáèëèçàöèè ìåòîäîì âèðòóàëüíûõ âûõîäîâ,
à òàêæå îïèøåì ìåòîä ïîèñêà âèðòóàëüíûõ âûõîäîâ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò
íîðìàëüíàÿ ôîðìà ñ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé íóëåâîé äèíàìèêîé.

1. Êâaçèêàíîíè÷åñêèé âèä è íîðìàëüíàÿ ôîðìà àôôèííîé ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ ñòàöèîíàðíóþ àôôèííóþ ñèñòåìó ñî ñêàëÿðíûì óïðà-
âëåíèåì

ẋ = A(x) + B(x)u, x ∈ Rn, u ∈ R1,

A(x) = (a1(x), . . . , an(x))
ò
, B(x) = (b1(x), . . . , bn(x))

ò
,

ai(x), bi(x) ∈ C∞(Ω), i = 1, n, Ω ⊆ Rn,
˙( ·) = d( · )/dt,

(1)

ãäå t| íåçàâèñèìîå ïåðåìåííîå.
Ïóñòü ñèñòåìà (1) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U 0 òî÷êè x0 ïðåîáðàçóåòñÿ ê

âèäó
ż1 = z2, . . . , żρ−1 = zρ,

żρ = f(z, η) + g(z, η)u,

η̇ = q(z, η) + w(z, η)u,

(2)

ãäå z = (z1, . . . , zρ)
ò, η = (η1, . . . , ηm)

ò, η ∈ Rm, ρ + m = n, è (z, η) = Φ(x)|
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëîêàëüíàÿ ãëàäêàÿ íåâûðîæäåííàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ.
Óêàçàííûé âèä íàçûâàþò [3,4] êâàçèêàíîíè÷åñêèì âèäîì ñèñòåìû (1). Åñëè

êîýôôèöèåíò g(z, η) ïðè óïðàâëåíèè â òî÷êå (z0, η0) = Φ(x0) îòëè÷åí îò íóëÿ,
òî êâàçèêàíîíè÷åñêèé âèä íàçûâàþò ðåãóëÿðíûì â ýòîé òî÷êå. Â ýòîì ñëó-
÷àå â ñèëó ãëàäêîñòè êîýôôèöèåíò ïðè óïðàâëåíèè áóäåò îòëè÷åí îò íóëÿ è â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè óêàçàííîé òî÷êè.
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Îòìåòèì, ÷òî ïðè ρ = n ñèñòåìà (2) ñîäåðæèò óïðàâëåíèå òîëüêî â ïîñëåä-
íåì óðàâíåíèè è òàêîé âèä íàçûâàþò êàíîíè÷åñêèì.
Óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà (1) ëîêàëüíî ïðåîáðàçóåòñÿ ê ðåãóëÿðíîìó

êâàçèêàíîíè÷åñêîìó âèäó (2), óäîáíî çàïèñàòü, èñïîëüçóÿ äèôôåðåíöèàëü-
íî-ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä, ïðè êîòîðîì ãëàäêîé àôôèííîé ñèñòåìå (1) íà Ω

âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ãëàäêèå âåêòîðíûå ïîëÿ

A =
n∑

i=1

ai(x)
∂

∂xi
, B =

n∑
i=1

bi(x)
∂

∂xi
. (3)

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèåLXλ(x) äëÿ ïðîèçâîäíîéËèôóíêöèèλ(x)

ïî âåêòîðíîìó ïîëþX .
Ïóñòü ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ φ(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ñèñòåìå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ

LBLi
Aφ(x) = 0, i = 0, ρ− 2, (4)

äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà ρ, ãäå ρ ≤ n, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ôóíêöèÿ γ(x) =

= LBLρ−1
A φ(x) â òî÷êå x0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

γ(x0) = LBLρ−1
A φ(x0) 6= 0. (5)

Ïðèâåäåííûå óñëîâèÿ (4){(5) ýêâèâàëåíòíû òîìó, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè
x0 ïðîèçâîäíûå îòôóíêöèèφ(x) â ñèëó ñèñòåìû (1) äî ïîðÿäêàρ−1íå ñîäåðæàò
óïðàâëåíèå, à â ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà ρ óïðàâëåíèå âõîäèò ñ êîýôôèöèåíòîì,
îòëè÷íûì îò íóëÿ â òî÷êå x0, è, â ñèëó ãëàäêîñòè, â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè x0.
Èç óñëîâèÿ γ(x0) 6= 0 âûòåêàåò, ÷òî B(x0) 6= 0. Èç óñëîâèÿ (4) ñëåäóåò,

÷òî ôóíêöèè Li
Aφ(x), i = 0, ρ− 2, ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè âåêòîðíîãî

ïîëÿ B. Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (5) ãàðàíòèðóåò ëîêàëüíóþ ôóíêöèîíàëüíóþ
íåçàâèñèìîñòü ôóíêöèé zi = Li−1

A φ(x), i = 1, ρ.
Ê ìíîæåñòâó ôóíêöèé zi = Li−1

A φ(x), i = 1, ρ, ìîæíî äîáàâèòü åùå
m = n − ρ ôóíêöèé ηk = ηk(x) òàê, ÷òîáû â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ïîëó-
÷èòü íåâûðîæäåííóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ (z, η) = Φ(x), ãäå z = (z1, . . . , zρ)

ò,
η = (η1, . . . , ηm)

ò, ρ + m = n. Â íîâûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà (1) çàïèøåòñÿ â
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âèäå (2). Ïîñêîëüêó èç LBLρ−1
A φ(x0) 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî g(Φ(x0)) 6= 0, êâàçèêà-

íîíè÷åñêèé âèä áóäåò ðåãóëÿðíûì â òî÷êå Φ(x0).
Çàìåòèì, äëÿ ñèñòåìû (1) â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ðàçëè÷íûå

ôóíêöèè φ(x), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (4), êîòîðûì ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü
ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ρ îò ρ = 1 äî ρ = ρmax ≤ n, ãäå ρmax åñòü ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå ρ, ïðè êîòîðîì óäîâëåòâîðÿþòñÿ óñëîâèÿ (4), (5). Ïðè ρ = 1 èìååì
LBφ(x) 6= 0 è óïðàâëåíèå âõîäèò â ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè φ(x) â ñèëó
ñèñòåìû (1).
Âìåñòî ñèñòåìû (4) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà [3]

adi
A Bφ(x) = 0, i = 0, . . . , ρ− 2,

ãäå adA B = [A, B]| êîììóòàòîð âåêòîðíûõ ïîëåé A è B,

adi
A B = [A, adi−1

A B], ad0
A B = B.

Êâàçèêàíîíè÷åñêèé âèä (2) ìîæíî óïðîñòèòü çà ñ÷åò âûáîðà ñïåöèàëüíîé
çàìåíû ïåðåìåííûõ. Ïîñêîëüêó B(x0) 6= 0, â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0

ñóùåñòâóþò n−1 ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ âåêòîðíîãî
ïîëÿ B, èç êîòîðûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ çàìåíû èñïîëüçîâàëèñü òîëüêî ρ− 1 ôóíê-
öèè zi = Li−1

A φ(x), i = 1, ρ− 1. Äîáàâëÿÿ ê íèì ôóíêöèþ zρ = Lρ−1
A φ(x) è

åùåm = n− ρ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ηk = ηk(x) âåêòîðíîãî ïîëÿ B, â îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè x0 ìîæíî ïîëó÷èòü [2] òàêóþ íåâûðîæäåííóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ
(z, η) = Φ(x), ÷òî â íîâûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà (1) çàïèøåòñÿ â âèäå

ż1 = z2, . . . , żρ−1 = zρ,

żρ = f(z, η) + g(z, η)u,

η̇ = q(z, η).

(6)

Òàêîé ñïåöèàëüíûé êâàçèêàíîíè÷åñêèé âèä ñèñòåìû (1) áîëåå óäîáåí äëÿ àíà-
ëèçà.
Ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû (1) ê íåêîòîðîìó êâàçèêàíîíè÷åñêîìó âèäó âñå-

ãäà ñóùåñòâóåò [3], íî ìåòîäû ñòàáèëèçàöèè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ òàêèõ
ñèñòåì ðàçðàáîòàíû òîëüêî â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.
Ïðèâåäåíèå àôôèííîé ñèñòåìû ê êâàçèêàíîíè÷åñêîìó âèäó (2) (èëè (6))

îñíîâàíî íà ïîèñêå ñïåöèàëüíîé ôóíêöèè φ(x), ñ èñïîëüçîâàíèåì êîòîðîé
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ñòðîèòñÿ çàìåíà ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ z. Ñóùåñòâóåò ïîäõîä ê ïðåîáðàçîâàíèþ
àôôèííûõ ñèñòåì ê ñïåöèàëüíîìó âèäó, èñïîëüçóåìûé â ñëó÷àå, åñëè òàêàÿ
ôóíêöèÿ óæå çàäàíà. Ýòó ôóíêöèþ íàçûâàþò âûõîäîì àôôèííîé ñèñòåìû (1) è
ñ íåé ñâÿçûâàþò öåëü óïðàâëåíèÿ | ñòàáèëèçàöèþ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ âûõîäà
èëè îòñëåæèâàíèå çàäàííîãî èçìåíåíèÿ âûõîäà êàê ôóíêöèè âðåìåíè [1].
Â êà÷åñòâå âûõîäà ìîæåò áûòü âûáðàíà è ïðîèçâîëüíàÿ äîñòî÷íî ãëàäêàÿ

ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû | âèðòóàëüíûé âûõîä.
Ïóñòü ôóíêöèÿ y = φ(x), ãäå φ(x) ∈ C∞(Ω), | (âèðòóàëüíûé) âûõîä

àôôèííîé ñèñòåìû (1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ρ ≥ 1, ÷òî, âî-
ïåðâûõ, âûïîëíåíû óñëîâèÿ (4) è, âî-âòîðûõ,

LBLρ−1
A φ(x0) 6= 0. (7)

Òàêîå ÷èñëî ρ íàçûâàþò îòíîñèòåëüíîé ñòåïåíüþ àôôèííîé ñèñòåìû (1) ñ
(âèðòóàëüíûì) âûõîäîì y = φ(x) â òî÷êå x0 [1].
Åñëè îòíîñèòåëüíàÿ ñòåïåíü ρ = 1 â òî÷êå x0, òî LBφ(x0) 6= 0. Åñëè

ρ > 1, òî ïåðâîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ φ(x) â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (4), ïðè÷åì
âûïîëíåíî óñëîâèå (7). Ïðèâåäåííûå óñëîâèÿ åñòü óñëîâèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
àôôèííîé ñèñòåìû (1) ê ðåãóëÿðíîìó êâàçèêàíîíè÷åñêîìó âèäó (2) ñ èíäåêñîì
ïðèâîäèìîñòè ρ.
Îòíîñèòåëüíàÿ ñòåïåíü â òî÷êå x0 ìîæåò áûòü íåîïðåäåëåíà, åñëè íå ñóùå-

ñòâóåò òàêîå ρ ≤ n, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (4) è (7).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (1) çàäàí âûõîä

y = φ(x), (8)

îòíîñèòåëüíàÿ ñòåïåíü êîòîðîãî â òî÷êå x0 ðàâíà ρ. Òîãäà â ñèëó âûïîëíåíèÿ
óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè (7) ñèñòåìà (1) ìîæåò áûòü ëîêàëüíî ïðåîáðàçîâàíà ê
ñïåöèàëüíîìó êâàçèêàíîíè÷åñêîìó âèäó (6), ñ êîòîðûì ñâÿçàíà ñèñòåìà

ż1 = z2, . . . , żρ−1 = zρ,

żρ = f(z, η) + g(z, η)u,

η̇ = q(z, η),

y = z1.

(9)
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Ñèñòåìó (9) íàçûâàþò [1] íîðìàëüíîé ôîðìîé ñèñòåìû (1) ñ âûõîäîì (8).
Â ñëó÷àå, åñëè çàìåíà ïåðåìåííûõ (z, η) = Φ(x), çàäàþùàÿ ïðåîáðàçîâàíèå

ñèñòåìû (1) ñ âûõîäîì (8) ê íîðìàëüíîé ôîðìå (9), îïðåäåëåíà íà âñåì Rn, è
êîýôôèöèåíò ïðè óïðàâëåíèè â íîðìàëüíîé ôîðìå (9) îòëè÷åí îò íóëÿ ïðè âñåõ
(z, η) ∈ Rn, òî òàêóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó íàçûâàþò ãëîáàëüíî îïðåäåëåííîé.
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïðåîáðàçîâàíèÿ àôôèííîé ñèñòåìû (1) ñ çàäàííûì

âûõîäîì (8) ê íîðìàëüíîé ôîðìå (9) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è î ïðå-
îáðàçîâàíèè àôôèííîé ñèñòåìû ê êâàçèêàíîíè÷åñêîìó âèäó, ïîñêîëüêó â ïî-
ñëåäíåé çàäà÷å òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ φ, ââîäÿùóþ íîâûå ïåðåìåííûå z.
Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïîèñêå ïðåîáðàçîâàíèÿ ê êâàçèêàíîíè÷åñêîìó âèäó îáû÷-

íî èùóò òàêóþ ôóíêöèþ φ, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ρ,
à ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ê íîðìàëüíîé ôîðìå âûÿñíÿþò, îïðåäåëåíà ëè îòíîñè-
òåëüíàÿ ñòåïåíü ñèñòåìû ñ çàäàííûì âûõîäîì â èññëåäóåìîé òî÷êå è êàêîâà ýòà
ñòåïåíü.
Ëþáóþ àôôèííóþ ñèñòåìó ñî ñêàëÿðíûì óïðàâëåíèåì ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü êàê ñèñòåìó, çàïèñàííóþ â íåêîòîðîé íîðìàëüíîé ôîðìå â îêðåñòíîñòè
òî÷êè x0, ãäå â êà÷åñòâå âèðòóàëüíîãî âûõîäà âûñòóïàåò òàêàÿ ïåðåìåííàÿ ñî-
ñòîÿíèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîé ïåðåìåííîé óðàâíåíèå ñèñòåìû (ïðîèçâîä-
íàÿ âèðòóàëüíîãî âûõîäà â ñèëó ñèñòåìû) ñîäåðæèò óïðàâëåíèå è êîýôôèöèåíò
ïðè óïðàâëåíèè îòëè÷åí îò íóëÿ â òî÷êå x0. Ñèñòåìà ñ òàêèì âèðòóàëüíûì
âûõîäîì èìååò â òî÷êå x0 îòíîñèòåëüíóþ ñòåïåíü 1.
Â äàëüíåéøåì áóäåì äëÿ ñèñòåìû (1) ñ íåêîòîðûì âèðòóàëüíûì âûõîäîì

èñïîëüçîâàòü òåðìèíîëîãèþ òåîðèè íîðìàëüíîé ôîðìû [1,2].
Ïîñêîëüêó äëÿ ôèêñèðîâàííîé àôôèííîé ñèñòåìû ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ

íåñêîëüêî âèðòóàëüíûõ âûõîäîâ, óäîáíåå ãîâîðèòü íå îá îòíîñèòåëüíîé ñòå-
ïåíè ñèñòåìû ñ çàäàííûì âûõîäîì â íåêîòîðîé òî÷êå, à îá îòíîñèòåëüíîé
ñòåïåíè ôèêñèðîâàííîãî âûõîäà ñèñòåìû.

2. Ñòàáèëèçàöèÿ ìèíèìàëüíî ôàçîâîé ñèñòåìû

Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñòàáèëèçàöèè ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ x0 = 0 ñèñòåìû (1). Ïóñòü äëÿ íåå íàéäåí âèðòóàëüíûé âûõîä y = φ(x),
φ(0) = 0, îòíîñèòåëüíàÿ ñòåïåíü êîòîðîãî â òî÷êå x0 = 0 ðàâíà ρ è ρ < n. Òî-
ãäà â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãëàäêàÿ íåâûðîæäåííàÿ çàìåíà
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ïåðåìåííûõ
z = Φ(x), η = Ψ(x), z ∈ Rρ, η ∈ Rn−ρ, (10)

ãäå Φ(x) = (φ(x), LAφ(x), . . . , Lρ−1
A φ(x))

ò, Φ(0) = 0, Ψ(0) = 0, ÷òî â ïåðåìåí-
íûõ z, η àôôèííàÿ ñèñòåìà çàïèøåòñÿ â íîðìàëüíîé ôîðìå (9).
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè íóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ñèñòåìû, çàïèñàí-

íîé â íîðìàëüíîé ôîðìå, âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ ñâîéñòâà ïîäñèñòåìû îòíîñè-
òåëüíî ïåðåìåííûõ η â (9) ïðè z ≡ 0. Ñèñòåìó óðàâíåíèé

η̇ = q(0, η) (11)

íàçûâàþò óðàâíåíèÿìè íóëåâîé äèíàìèêè (íóëåâîé äèíàìèêîé). Åñëè åå ïîëî-
æåíèå ðàâíîâåñèÿ η = 0 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, òî àôôèííóþ ñèñòåìó (1)
ñ âèðòóàëüíûì âûõîäîì y = φ(x) íàçûâàþò ìèíèìàëüíî ôàçîâîé (â òî÷êå
x = 0) [1].
Ââåäåííîå äëÿ àôôèííûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ñî ñêàëÿðíûì óïðàâëåíèåì

è ñêàëÿðíûì âûõîäîì ïîíÿòèå íóëåâîé äèíàìèêè [1] àíàëîãè÷íî óêàçàííîìó
ñâîéñòâó äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì [2].
Îòíîñèòåëüíàÿ ñòåïåíü âûõîäà àôôèííîé ñèñòåìû â ñëó÷àå ëèíåéíîé ñè-

ñòåìû ñî ñêàëÿðíûì óïðàâëåíèåì è âûõîäîì ðàâíà ðàçíîñòè ñòåïåíåé çíàìå-
íàòåëÿ è ÷èñëèòåëÿ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ñèñòåìû.
Ïóñòü â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ x0 = 0 ñèñòåìà (1) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíî

ôàçîâîé. Âûáðåì äëÿ ñèñòåìû (1) óïðàâëåíèå â âèäå

u =
(
−Lρ

Aφ(x)−
ρ−1∑
k=0

ckL
k
Aφ(x)

) /
LBLρ−1

A φ(x) , (12)

ãäå êîýôôèöèåíòû ck, k = 0, . . . , ρ − 1, âûáðàíû òàê, ÷òî êîðíè óðàâíåíèÿ
λρ +

∑ρ−1
k=0 ckλ

k = 0 èìåþò îòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè.
Â ïåðåìåííûõ z, η óïðàâëåíèå (12) èìååò âèä

u =
(
−f(z, η)−

ρ−1∑
k=0

ckzk+1

)
/g(z, η) . (13)

Òîãäà ñèñòåìà (9) ïðèìåò âèä

ż = Az,

η̇ = q(z, η),
(14)
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ãäå

A =


0 1 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 0 1

−c0 −c1 −c2 . . . −cρ−2 −cρ−1

 , (15)

ïðè÷åì ìàòðèöàA èìååò ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñî ñòðîãî îòðèöàòåëüíîé äåéñòâè-
òåëüíîé ÷àñòüþ.
Óïðàâëåíèå (13) ñòàáèëèçèðóåò ñèñòåìó (9) ïî ïåðåìåííûì z. Ïðè ýòîì

ñòàáèëèçèðóåìîñòü ïî ïåðåìåííûì η çàâèñèò îò ñâîéñòâ íóëåâîé äèíàìèêè.
Ïðè àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé íóëåâîé äèíàìèêå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
(z, η) = (0, 0) ÿâëÿåòñÿ àñèìòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì [1].
Äåéñòâèòåëüíî, ñèñòåìà (9), çàìêíóòàÿ óïðàâëåíèåì (13), èìååò ñïåöèàëü-

íûé êàñêàäíûé âèä (14). Óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ òàêèõ ñèñòåì çàäàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. [1] Ñèñòåìà (14) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà â íóëåâîì ïîëîæå-

íèè ðàâíîâåñèÿ (z, η) = (0, 0), åñëè ôóíêöèÿ q(z, η) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìà â îêðåñòíîñòè òî÷êè (z, η) = (0, 0), q(0, 0) = 0, ëèíåéíàÿ ñèñòåìà

ż = Az, (16)

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, à ñèñòåìà

η̇ = q(0, η), (17)

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà â òî÷êå η = 0.
Â ñëó÷àå, åñëè íóëåâàÿ äèíàìèêà (17) íå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-

âîé, ïðîáëåìà ñòàáèëèçàöèèìîæåò áûòü ðåøåíà â òîì ñëó÷àå, åñëè áóäåò íàéäåí
òàêîé íîâûé (âèðòóàëüíûé) âûõîä ñèñòåìû (1), ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó íó-
ëåâàÿ äèíàìèêà áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà. Òîãäà äëÿ íîâîé íîðìàëüíîé
ôîðìû, ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó âûõîäó, ìîæíî ïîñòðîèòü ñòàáèëèçèðóþùóþ
îáðàòíóþ ñâÿçü âèäà (13) è çàòåì ïåðåïèñàòü åå â èñõîäíûå ïåðåìåííûå.

3. Ìåòîä âèðòóàëüíûõ âûõîäîâ

Ñëåäóÿ [5], ïðèâåäåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, îáîñíîâûâàþùèå ìåòîä âèðòó-
àëüíûõ âûõîäîâ ïðè ρ = 1 è ρ = 2.
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Äëÿ àôôèííîé ñèñòåìû (1), ñ÷èòàÿ x0 = 0, ôèêñèðóåì íåêîòîðûé âûõîä
y = h(x), h(0) = 0, ïðè êîòîðîì îòíîñèòåëüíàÿ ñòåïåíü ñèñòåìû (1) â òî÷êå
x = 0 ðàâíà 1. Çàïèøåì ñèñòåìó (1) ñ ýòèì âûõîäîì â ñîîòâåòñòâóþùåé
íîðìàëüíîé ôîðìå

ż = f(z, η) + g(z, η)u, (18)

η̇ = q(z, η), (19)

y = z.

Â (18){(19) z ∈ R1, η = (η1, . . . , ηn−1) ∈ Rn−1, f(0, 0) = 0, g(0, 0) 6= 0,
q(0, 0) = 0, z = h(x), η = Ψ(x), Ψ(0) = 0.
Òåîðåìà 2. [5] Äëÿ òîãî, ÷òîáû àôôèííàÿ ñèñòåìà (1) èìåëà âèðòóàëüíûé

âûõîä ñ îòíîñèòåëüíîé ñòåïåíüþ ρ = 1 â òî÷êå x = 0 è àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâîé íóëåâîé äèíàìèêîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ η = 0 íåëèíåéíîé ñèñòåìû

η̇ = q(v, η) (20)

ñ óïðàâëåíèåì v áûëî ñòàáèëèçèðóåìî ãëàäêîé îáðàòíîé ñâÿçüþ v = v(η).
Êàæäîé òàêîé ñòàáèëèçèðóþùåé îáðàòíîé ñâÿçè â ñèñòåìå (20) ñîîòâåòñòâóåò
âèðòóàëüíûé âûõîä φ = z − v(η) = h(x) − v(Ψ(x)) àôôèííîé ñèñòåìû (1)
îòíîñèòåëüíîé ñòåïåíè ρ = 1 â òî÷êå x = 0 è àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ
íóëåâàÿ äèíàìèêà.
Äëÿ àôôèííîé ñèñòåìû (1) ôèêñèðóåì íåêîòîðûé âûõîä y = h(x), ïðè

êîòîðîì îòíîñèòåëüíàÿ ñòåïåíü ñèñòåìû (1) â òî÷êå x = 0 ðàâíà 2. Çàïèøåì
ñèñòåìó (1) ñ óêàçàííûì âûõîäîì â ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìàëüíîé ôîðìå

ż1 = z2, ż2 = f(z, η) + g(z, η)u, (21)

η̇ = q(z, η). (22)

Â (21){(22) z = (z1, z2)
ò ∈ R2, η = (η1, . . . , ηn−2)

ò ∈ Rn−2, f(0, 0) = 0,
g(0, 0) 6= 0, q(0, 0) = 0, z1 = h(x), z2 = LAh(x), η = Ψ(x), Ψ(0) = 0.
Òåîðåìà 3. [5] Ïóñòü ñèñòåìà (1) ñ âèðòóàëüíûì âûõîäîì φ, φ

∣∣∣
x=0

= 0,
èìååò â òî÷êå x = 0 îòíîñèòåëüíóþ ñòåïåíü ρ = 2, à íóëåâàÿ äèíàìèêà àñèì-
ïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà. Åñëè â ïåðåìåííûõ z, η íîðìàëüíîé ôîðìû (21){(22)
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φ
′

z1

∣∣∣
z=0,η=0

6= 0, òî ñóùåñòâóþò ôóíêöèè v1(η), v2(η), vi(0) = 0, i = 1, 2, ñòàáè-
ëèçèðóþùåå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ η = 0 ñèñòåìû

η̇ = q(v1, v2, η) (23)

ñ óïðàâëåíèÿìè v1, v2, ïðè÷åì

dv1(η)

dt

∣∣∣
η̇=q(v1(η),v2(η),η)

= v2(η). (24)

Òåîðåìà 4. [5] Ïóñòü óïðàâëåíèÿ v1 = v1(η), v2 = v2(η) ñòàáèëèçèðóþò
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ η = 0 ñèñòåìû (23) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (24). Åñëè
ñèñòåìà (21){(22) ñ âèðòóàëüíûì âûõîäîì φ(z, η) = z1 − v1(η) èìååò îòíîñè-
òåëüíóþ ñòåïåíü ρ = 2 â òî÷êå (z, η) = 0, òî íóëåâàÿ äèíàìèêà, ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ âèðòóàëüíîìó âûõîäó φ, àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà â òî÷êå η = 0.

4. Ïîñòðîåíèå ìèíèìàëüíî ôàçîâûõ ñèñòåì
è çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè â ñëó÷àå ρ > 2

Äëÿ àôôèííîé ñèñòåìû (1) ôèêñèðóåì íåêîòîðûé âèðòóàëüíûé âûõîä y =

= h(x), ïðè êîòîðîì â òî÷êå x = 0 îòíîñèòåëüíàÿ ñòåïåíü ñèñòåìû (1) ðàâíà r,
r > 2. Çàïèøåì ñèñòåìó (1) â ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìàëüíîé ôîðìå

ż1 = z2, . . . , żr−1 = zr,

żr = f(z, η) + g(z, η)u,

η̇ = q(z, η),

y = z1,

(25)

ãäå z = (z1, z2, . . . , zr)
ò ∈ Rr, η = (η1, . . . , ηn−r)

ò ∈ Rn−r, f(0, 0) = 0, g(0, 0) 6=
6= 0, q(0, 0) = 0, z1 = h(x), z2 = LAh(x), . . ., zr = Lr−1

A h(x), η = Ψ(x),
Ψ(0) = 0, q(z, η) = (q1(z, η), . . . , qn−r(z, η))

ò.
Âåêòîðíûå ïîëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèñòåìå (1), â êîîðäèíàòàõ z, η ïðèìóò

âèä

A =
r−1∑
i=1

zi+1
∂

∂zi
+ f(z, η)

∂

∂zr
+

n−r∑
k=1

qk(z, η)
∂

∂ηk
è B = g(z, η)

∂

∂zr
.
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Òåîðåìà 5. Ïóñòü íîðìàëüíàÿ ôîðìà àôôèííîé ñèñòåìû (1) ñ âèðòóàëüíûì
âûõîäîì y = h(x) â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0 èìååò âèä (25), ïðè÷åì q(z, η) ≡
≡ p(y, η) ≡ p(z1, η). Äëÿ òîãî, ÷òîáû àôôèííàÿ ñèñòåìà (1) èìåëà âèðòóàëüíûé
âûõîä ñ îòíîñèòåëüíîé ñòåïåíüþ ρ = r â òî÷êå x = 0 è àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâóþ íóëåâóþ äèíàìèêó, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ η = 0 íåëèíåéíîé ñèñòåìû

η̇ = p(v, η) (26)

ñ óïðàâëåíèåì v áûëî ñòàáèëèçèðóåìî ãëàäêîé îáðàòíîé ñâÿçüþ v = v(η).
Êàæäîé òàêîé ñòàáèëèçèðóþùåé îáðàòíîé ñâÿçè â ñèñòåìå (26) ñîîòâåòñòâóåò
âèðòóàëüíûé âûõîä y = z1 − v(η) = h(x) − v(Ψ(x)) àôôèííîé ñèñòåìû (1)
îòíîñèòåëüíîé ñòåïåíè ρ = r â òî÷êå x = 0 è àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ
íóëåâàÿ äèíàìèêà.

J Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè. Ïóñòü ñóùåñòâóåò âèðòóàëüíûé âûõîä φ àô-
ôèííîé ñèñòåìû (1), ïðè êîòîðîì îòíîñèòåëüíàÿ ñòåïåíü â òî÷êå x = 0 áóäåò
ðàâíà r, à íóëåâàÿ äèíàìèêà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà. Çàïèøåì ýòîò âèðòó-
àëüíûé âûõîä â ïåðåìåííûõ z, η â âèäå φ = φ(z, η) è ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ åìó íîðìàëüíóþ ôîðìó ñèñòåìû (1), èñïîëüçóÿ çàïèñü (25) ñèñòåìû (1).
Ïîêàæåì, ÷òî φ = φ(z1, η). Ðàññìîòðèì íîðìàëüíóþ ôîðìó (25) ñ âûõî-

äîì y = z1, îòíîñèòåëüíàÿ ñòåïåíü êîòîðîãî â òî÷êå (z, η) = (0, 0) ðàâíà r.
Ñîîòíîøåíèÿ (4), (7) â ïåðåìåííûõ z, η èìåþò âèä

LBLi
Az1 = 0, i = 0, r − 2,

LBLr−1
A z1|(z,η)=(0,0) 6= 0.

(27)

Íàïîìíèì, ÷òî zi = Li−1
A z1, i = 1, r − 1, è LBηj = 0, j = 1, n− r.

Çàïèñàâ ñîîòíîøåíèÿ (27) â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå, ïîëó÷èì

adi
A Bz1 = 0, i = 0, . . . , r − 2,

adr−1
A Bz1|(z,η)=(0,0) 6= 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî [1, 3]

adk
A B(Lm

Az1) = 0, k + m ≤ r − 2,

adk
A B(Lm

Az1)|(z,η)=(0,0) 6= 0, k + m = r − 1,
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îòêóäà
adk

A B(zm+1) = 0, k + m ≤ r − 2,

adk
A B(zm+1)|(z,η)=(0,0) 6= 0, k + m = r − 1.

Ïîñëåäíåå ñ ó÷åòîì LBηj = 0, j = 1, n− r, îçíà÷àåò, ÷òî

Ω = Ann
(
span{B, . . . , adr−2

A B}
)
⊆ span{dz1, dη1, . . . , dηn−r}.

Ïîñêîëüêó âèðòóàëüíûé âûõîä φ(z, η) â òî÷êå (0, 0) èìååò îòíîñèòåëüíóþ
ñòåïåíü r, òî

adi
A Bφ(z, η) = 0, i = 0, r − 2,

è dφ(z, η) ∈ Ω. Ñëåäîâàòåëüíî, φ = φ(z1, η).
Çàìåòèì, ÷òî

LAφ(z1, η) =
∂φ

∂z1
z2 +

∂φ

∂η
p(z1, η) =

∂φ

∂z1
z2 + γ1(z1, η),

îòêóäà

L2
Aφ(z1, η) =

∂φ

∂z1
z3 + γ2(z1, z2, η).

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, â èòîãå ïðè r > 2 ïîëó÷èì

Lr−1
A φ(z1, η) =

∂φ

∂z1
zr + γr−1(z1, . . . , zr−1, η).

Ïîñêîëüêó â òî÷êå (0, 0) äëÿ âûõîäà φ îïðåäåëåíà îòíîñèòåëüíàÿ ñòåïåíü r,
òî

LBLr−1
A φ(z1, η)|(z,η)=(0,0) 6= 0. (28)

Ñ ó÷åòîì âèäà âåêòîðíîãî ïîëÿB â êîîðäèíàòàõ z, η ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå
â òî÷êå (0, 0) ïðèìåò âèä

∂φ(0, 0)

∂z1
g(0, 0) 6= 0.

Ïîñêîëüêó g(0, 0) 6= 0 â ñèëó òîãî, ÷òî ñèñòåìà (25) åñòü íîðìàëüíàÿ ôîðìà
ñèñòåìû (1), òî ∂φ(0,0)

∂z1
6= 0.

10.7463/0912.0467824 128

http://dx.doi.org/10.7463/0912.0467824


Ïîñêîëüêó èìååò ìåñòî (28), òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0,0) îïðåäåëåíà çàìåíà
ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ, çàäàâàåìàÿ ñîîòíîøåíèÿìè

z1 = φ(z1, η),

z2 = LAφ(z1, η) = φ2(z1, z2, η),

. . . ,

zr = Lr−1
A φ(z1, η) = φr(z1, . . . , zr, η),

(29)

Äîïîëíèì (29) ñîîòíîøåíèÿìè

η = η. (30)

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà ßêîáè çàìåíû (29),(30) èìååò ñëåäóþùèé âèä

∂φ
∂z1

0 . . . 0 ∂φ
∂η

∗ ∂φ
∂z1

. . . 0 ∂φ2

∂η

∗ ∗ . . . 0
...

∗ ∗ ∗ ∂φ
∂z1

∂φr

∂η

O E

 . (31)

Ïîñêîëüêó ïåðâûå r ñòðîê â òî÷êå (0,0) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî è ïåðâûå r

ñòîëáöîâ | ëèíåéíî-íåçàâèñèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ìàòðèöà íåâûðîæäåíà
â òî÷êå (0, 0), à ñîîòíîøåíèÿ (29),(30) îïðåäåëÿþò â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0)

ãëàäêóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ.
Çàïèñàâ îáðàòíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ â îêðåñòíîñòè òî÷êè (z, η) = (0, 0) â

âèäå
z1 = φ−1(z1, η), . . . , zr = φ−1

r (z, η), η = η,

(ãäå z = (z1, . . . , zr)
ò), íàõîäèì çàïèñü ñèñòåìû (25) â ïåðåìåííûõ (48)

ż1 = z2, . . . , żr−1 = zr,

żr = f(z, η) + g(z, η)u,

η̇ = p(φ−1(z1, η), η).

(32)

Ñèñòåìà (49) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ôîðìîé àôôèííîé ñèñòåìû (1) ñ âèð-
òóàëüíûì âûõîäîì φ. Ïîëàãàÿ â (49) z1 = . . . = zr ≡ 0, ïîëó÷àåì ñèñòåìó
óðàâíåíèé íóëåâîé äèíàìèêè

η̇ = p(φ−1(0, η), η),
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ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ η = 0 êîòîðîé àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Ïîñëåäíåå
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê: óïðàâëåíèå v = φ−1(0, η) ñòàáèëèçèðóåò ïîëî-
æåíèå ðàâíîâåñèÿ η = 0 ñèñòåìû (20).
Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè. Ïóñòü ôóíêöèÿ v = v(η) ñòàáèëèçèðóåò

ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ η = 0 ñèñòåìû (26). Ðàññìîòðèì äëÿ àôôèííîé ñè-
ñòåìû (1) âèðòóàëüíûé âûõîä, êîòîðûé â ïåðåìåííûõ íîðìàëüíîé ôîðìû (25)
èìååò âèä φ(z, η) = z1 − v(η). Â òî÷êå (z, η) = (0, 0) îòíîñèòåëüíàÿ ñòåïåíü
ýòîãî âèðòóàëüíîãî âûõîäà ðàâíà ρ = r, òàê êàê q(z, η) = p(z1, η).
Ñîîòíîøåíèÿ

z1 = φ(z, η) = z1 − v(η),

z2 = LAφ(z, η) = z2 − LAv(η),

. . . ,

zr = Lr−1
A φ(z, η) = zr − Lr−1

A v(η),

η = η,

(33)

çàäàþò â îêðåñòíîñòè òî÷êè (z, η) = (0, 0) çàìåíó ïåðåìåííûõ, ïîñêîëüêó ðàç-
ðåøèìû îòíîñèòåëüíî z1, . . . , zr, η, òàê êàê ñëàãàåìûå Li

Av(η), i = 0, r − 1,
çàâèñÿò òîëüêî îò ïåðåìåííûõ η, z1, . . . , zi. Â ïåðåìåíûõ (33) àôôèííàÿ ñè-
ñòåìà (1) çàïèñûâàåòñÿ â íîðìàëüíîé ôîðìå, ñîîòâåòñòâóþùåé âèðòóàëüíîìó
âûõîäó φ(z, η):

ż1 = z2, . . . , żr−1 = zr,

żr = f(z, η) + g(z, η)u,

η̇ = p(z1 + v(η), η).

(34)

Ïîëàãàÿ â (34) z1 = . . . = zr ≡ 0, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé íóëåâîé
äèíàìèêè

η̇ = p(v1(η), η), (35)

êîòîðàÿ ïîñëå çàìåíû η = η ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé (26), çàìêíóòîé ñòàáèëèçè-
ðóþùèé îáðàòíîé ñâÿçüþ v(η). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ η = 0

ñèñòåìû (35) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ

φ(z, η) = z1−v(η) â èñõîäíûõïåðåìåííûõ àôôèííîé ñèñòåìû (1) çàïèñûâàåòñÿ
â âèäå φ = h(x)− v(Ψ(x)). I
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Åñëè â íîðìàëüíîé ôîðìå (25) q(z, η) ≡ p(z1, z2, η) è ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
ñèñòåìû íóëåâîé äèíàìèêè η̇ = q(0, η) íå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-
âûì, òî äëÿ íàõîæäåíèÿ âûõîäà ñ îòíîñèòåëüíîé ñòåïåíüþ ρ = r â òî÷êå
(z, η) = (0, 0), äëÿ êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþùàÿ íóëåâàÿ äèíàìèêà àñèìïòîòè÷å-
ñêè óñòîé÷èâà, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 6. Åñëè â ñèñòåìå (25) q(z, η) ≡ p(z1, z2, η), à óïðàâëåíèÿ v1 =

= v1(η), v2 = v2(η), v1(0) = 0, v2(0) = 0, ñòàáèëèçèðóþò ïîëîæåíèå ðàâíîâå-
ñèÿ η = 0 ñèñòåìû

η̇ = p(v1, v2, η) (36)

è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

dv1(η)

dt

∣∣∣
η̇=p(v1(η),v2(η),η)

= v2(η), (37)

1− v
′

1p
′

z2
(0, 0, 0) 6= 0, (38)

òî ñèñòåìà (25) ñ âèðòóàëüíûì âûõîäîì φ(z, η) = z1− v1(η) èìååò îòíîñèòåëü-
íóþ ñòåïåíü r â òî÷êå (z, η) = 0, à íóëåâàÿ äèíàìèêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó
âèðòóàëüíîìó âûõîäó, àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà â òî÷êå η = 0.

JÏîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (25) ñ âèðòóàëüíûì âûõîäîì φ(z, η) = z1−v1(η) èìååò
â òî÷êå (z, η) = 0 îòíîñèòåëüíóþ ñòåïåíü r.
Çàìåòèì, ÷òî

LAφ = z2 − v
′

1p(z1, z2, η),

îòêóäà

L2
Aφ = z3 − v

′

1(p
′

z1
z2 + p

′

z2
z3 + p

′

ηp(z1, z2, η))− v
′′

1p(z1, z2, η)) =

= (1− v
′

1p
′

z2
)z3 + γ2(z1, z2, η).

Äèôôåðåíöèðóÿ äàëåå, ïðè r > 2 â èòîãå ïîëó÷èì

Lr−1
A φ = (1− v

′

1p
′

z2
)zr + γr−1(z1, . . . , zr−1, η).

Ïîñêîëüêó 1 − v
′

1(0)p
′

z2
(0, 0) 6= 0, òî LBLr−1

A φ(0, 0) 6= 0 è â òî÷êå (0, 0)

îòíîñèòåëüíàÿ ñòåïåíü âûõîäà φ ðàâíà r.
Èç óñëîâèÿ 1− v

′

1(0)p
′

z2
(0, 0) 6= 0 ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî âèäà ïðîèçâîäíûõ

Li
Aφ(z1, η) âûòåêàåò, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (33) çàäàþò íåâûðîæäåííóþ îáðàòèìóþ
çàìåíó ïåðåìåííûõ â îêðåñòíîñòè òî÷êè (z, η) = (0, 0).
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Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ â (33) ïîëó÷àåì z1 = z1 + v1(η). Âî âòîðîì ñîîò-
íîøåíèè LAv1(η) çàâèñèò òîëüêî îò ïåðåìåííûõ z1, z2 è η. Ïóñòü â îáðàòíîé ê
(33) çàìåíå ïåðåìåííûõ z2 = w2(z1, z2, η).
Â ïåðåìåííûõ z, η

η̇ = p(z1 + v(η), w2(z1, z2, η), η),

îòêóäà, ïîëàãàÿ z = 0, íàéäåì óðàâíåíèÿ íóëåâîé äèíàìèêè

η̇ = p(v(η), w2(0, 0, η), η),

êîòîðîå â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ çàïèøåòñÿ â âèäå

η̇ = p(v1(η), w2(0, 0, η)) (39)

Ïîñêîëüêó ż1 = z2, òî ż1+ v̇1(η) = w2(z1, z2, η), ÷òî ïðè z = 0 ïîñëå çàìåíû
η = η äàåò ñîîòíîøåíèå

v
′

1ηp(v1(η), w2(0, 0, η), η) = w2(0, 0, η).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî w2(0, 0, η) = v2(η) â îêðåñòíîñòè òî÷êè η = 0, ïîñêîëüêó
îáå ôóíêöèè ðàâíû 0 ïðè η = 0 è ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

z2 − v
′

1ηp(v1(η), z2, η) = 0

îòíîñèòåëüíî z2, à 1− v
′

1(0)p
′

z2
(0, 0) 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (39) íóëåâîé äèíàìèêè ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé
(40), çàìêíóòîé óïðàâëåíèÿìè v1(η), v2(η), è ïîýòîìó íóëåâàÿ äèíàìèêà àñèì-
ïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà â òî÷êå η = 0. I

Îòìåòèì, ÷òî â ïåðåìåííûõ x àôôèííîé ñèñòåìû (1) ñ âûõîäîì y = h(x),
èìåþùèì îòíîñèòåëüíóþ ñòåïåíü ρ = r â òî÷êå x = 0, íàéäåííûé âûõîä èìååò
âèä φ = h(x)− v1(Φ(x)), ãäå çàìåíà ïåðåìåííûõ (z, η) = Φ(x), Φ(0) = (0, 0),
îïðåäåëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû (1) ê íîðìàëüíîéôîðìå (25) â îêðåñòíîñòè
òî÷êè x = 0.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèÿ, ñòàáèëèçèðóþùåãî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿx =

0 ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìèíèìàëüíîé ôàçîâîñòüþ ñèñòåìû (1) ñ âûõîäîì φ.
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Òåîðåìà 7. Ïóñòü â ñèñòåìå (25) q(z, η) ≡ p(z1, z2, η), ñóùåñòâóåò âèðòóàëü-
íûé âûõîä φ(z1, η), φ(0, 0) = 0, òàêîé, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ñòåïåíü àôôèííîé
ñèñòåìû (1) ñ ýòèì âûõîäîì â òî÷êåx = 0 áóäåò ðàâíà r, íóëåâàÿ äèíàìèêà àñèì-
ïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, ∂φ(z1,η)

∂z1
(0, 0) 6= 0. Òîãäà íàéäóòñÿ ôóíêöèè v1 = v1(η),

v2 = v2(η), v1(0) = 0, v2(0) = 0, ñòàáèëèçèðóþùèå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
η = 0 ñèñòåìû

η̇ = p(v1, v2, η) (40)

ñ óïðàâëåíèÿìè v1, v2, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ

dv1(η)

dt

∣∣∣∣
η̇=p(v1(η),v2(η),η)

= v2(η). (41)

JÏîñêîëüêó â òî÷êå (0, 0) ó âûõîäà φ îïðåäåëåíà îòíîñèòåëüíàÿ ñòåïåíü r > 2,
òî

LBLr−1
A φ(z1, η)

∣∣
(z,η)=(0,0) 6= 0. (42)

Ñ ó÷åòîì âèäà âåêòîðíîãî ïîëÿB â êîîðäèíàòàõ z, η ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå
â òî÷êå (0, 0) ïðèìåò âèä(

∂φ

∂z1
+

∂φ

∂η

∂p

∂z2

)
g(z, η)

∣∣∣∣
(0,0)

6= 0.

Äåéñòâèòåëüíî,

φ̇ = ∂φ
∂z1

z2 + ∂φ
∂ηp(z1, z2, η),

φ̈ = γ1(z1, z2, η) +
(

∂φ
∂z1

+ ∂φ
∂η

∂p
∂z2

)
z3 = γ1(z1, z2, η) + β(z1, z2, η)z3,

. . .

φ(r−1) = γr−2(z1, . . . , zr−1, η) + β(z1, z2, η)zr,

φ(r) = γr−1(z1, . . . , zr, η) + β(z1, z2, η)(f(z, η) + g(z, η)u),

LBφ(r) = LBLr−1
A φ =

(
∂φ
∂z1

+ ∂φ
∂η

∂p
∂z2

)
g(z, η)

(43)

Ïîñêîëüêó g(0, 0) 6= 0 â ñèëó òîãî, ÷òî ñèñòåìà (25) åñòü íîðìàëüíàÿ ôîðìà
ñèñòåìû (1), è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (42), òî(

∂φ

∂z1
+

∂φ

∂η

∂p

∂z2

)∣∣∣∣
(0,0)

6= 0. (44)
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Ïîñêîëüêó èìååò ìåñòî (42), òî ñîãëàñíî [3] â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0,0) îïðå-
äåëåíà çàìåíà ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ, çàäàâàåìàÿ ñîîòíîøåíèÿìè

z1 = φ(z1, η),

z2 = LAφ(z, η) = ∂φ
∂z1

z2 + ∂φ
∂ηp(z1, z2, η) = φ2(z1, z2, η),

z3 = L2
Aφ(z, η) = ( ∂φ

∂z1
+ ∂φ

∂η
∂p
∂z2

)z3 + γ3(z1, z2, η) = φ2(z1, z2, z3, η),

. . .

zr = Lr−1
A φ(z, η) = ( ∂φ

∂z1
+ ∂φ

∂η
∂p
∂z2

)zr +

+ γr(z1, . . . , zr−1, η) = φr(z1, . . . , zr, η).

(45)

Äîïîëíèì (45) ñîîòíîøåíèÿìè
η = η. (46)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå γ = ( ∂φ
∂z1

+ ∂φ
∂η

∂p
∂z2

). Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà ßêîáè çàìåíû
(45),(46) èìååò ñëåäóþùèé âèä

γ 0 . . . 0 ∂φ
∂η

∗ γ . . . 0 ∂φ2

∂η

∗ ∗ . . . 0
...

∗ ∗ ∗ γ ∂φr

∂η

O E

 (47)

Ïîñêîëüêó ïåðâûå r ñòðîê â òî÷êå (0, 0) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî è ïåðâûå
r ñòîëáöîâ | ëèíåéíî-íåçàâèñèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ìàòðèöà íåâûðîæäåíà
â òî÷êå (0, 0), à ñîîòíîøåíèÿ (45),(46) îïðåäåëÿþò â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0)

ãëàäêóþ èíâàðèàíòíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ.
Òîãäà â îêðåñòíîñòè òî÷êè (z, η) = (0, 0) îïðåäåëåíà îáðàòíàÿ çàìåíà

z1 = φ−1(z1, η),

z2 = φ−1
2 (z1, z2, η),

. . . ,

zr = φ−1
r (z, η),

η = η,

(48)

ãäå z = (z1, . . . , zr)
ò. Çàïèøåì ñèñòåìó (25) â ïåðåìåííûõ (z, η):

ż1 = z2, . . . , żr−1 = zr,

żr = f(z, η) + g(z, η)u,

η̇ = p(φ−1(z1, η), φ−1
2 (z1, z2, η), η).

(49)
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Ñèñòåìà (49) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ôîðìîé àôôèííîé ñèñòåìû (1) ñ âèð-
òóàëüíûì âûõîäîì φ. Ïîëàãàÿ â (49) z1 = . . . = zr ≡ 0, ïîëó÷àåì ñèñòåìó
óðàâíåíèé íóëåâîé äèíàìèêè

η̇ = p(φ−1(0, η), φ−1
2 (0, 0, η), η),

ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ η = 0 êîòîðîé àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Ïîñëåäíåå
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê: óïðàâëåíèÿ

v1 = φ−1(z1, η)|z1=0, v2 = ω(z1, z2, η)|z1=0,z2=0

ñòàáèëèçèðóþò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ η = 0 ñèñòåìû (40).
Ïîñêîëüêó z2 = ż1, à v2 = z2 |z1=0,z2=0 , òî v1(η) è v2(η) ñâÿçàíû ñîîòíîøå-

íèåì (41). I

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèìàôôèííóþñèñòåìó, çàïèñàííóþâíîðìàëüíîéôîðìå,
ñîîòâåòñòâóþùóþ âûõîäó, îòíîñèòåëüíàÿ ñòåïåíü êîòîðîãî ðàâíà 3.

ż1 = z2,

ż2 = z3,

ż3 = f(z, η) + g(z, η)u,

η̇ = η + z1 + z2,

y = z1

(50)

Íóëåâàÿ äèíàìèêà η̇ = η äàííîé ñèñòåìû íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé. Âîñïîëü-
çóåìñÿ òåîðåìîé 6 äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâîãî âûõîäà, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò íîð-
ìàëüíàÿ ôîðìà ñ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé íóëåâîé äèíàìèêîé.
Ïîäñòàâèì â ïîñëåäíåå óðàâíåíèå âìåñòî z1, z2 óïðàâëåíèÿ v1(η), v2(η):

η̇ = η + v1(η) + v2(η). (51)

Óñëîâèå
dv1(η)

dt

∣∣∣∣
η̇=p(v1(η),v2(η),η)

= v2(η). (52)

èìååò âèä
v̇1(η) =

∂v1

∂η
(η + v1(η) + v2(η)) = v2(η).

∂v1

∂η
+

∂v1

∂η
v1 = v2(1−

∂v1

∂η
).
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Îòñþäà ïîëó÷èì

v2 =

∂v1

∂η (η + v1)

1− ∂v1

∂η

. (53)

Ïîäñòàâèâ (53) â (51), íàéäåì

η̇ = η + v1(η) +

∂v1

∂η (η + v1)

1− ∂v1

∂η

. (54)

Âûáåðåì v1 = −kη, k > 0. Òîãäà

η̇ = η − kη − k

k + 1
η +

k2

1 + k
η = (1− k − k

1 + k
+

k2

1 + k
)η.

×òîáû íóëåâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ýòîé ñèñòåìû áûëî àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî, êîýôôèöèåíò ïðè η äîëæåí áûòü ìåíüøå íóëÿ, òî åñòü

(1− k)(1 + k)− k + k2

(1 + k)
=

1− k2 − k + k2

1 + k
=

1− k

1 + k
< 0.

Ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè k > 1.
Ïîëîæèì k = 2, òîãäà

v1 = −2η.

v̇1 = −2(η − 2η + v2).

Â èòîãå
−2(η − 2η + v2) = v2,

îòêóäà

v2 =
2

3
η.

Âîçüìåì â êà÷åñòâå íîâîãî âûõîäà z1 = z1 + 2η. Òîãäà

z2 = ż1 = 2z1 + 3z2 + 2η.

Ïîëîæèì η = η. Â íîâûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà ïðèìåò âèä

ż1 = z2,

ż2 = z3,

ż3 = f(z, η) + g(z, η)u,

η̇ = z1 − 2η + 1
3(z2 − 2z1 + 2η) + η =

= 1
3(z1 + z2 − η).

(55)
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Åå íóëåâàÿ äèíàìèêà

η̇ = −1

3
η (56)

ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé.

Çàêëþ÷åíèå

Ïîèñê âèðòóàëüíîãî âûõîäà, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò àñèìïòîòè÷åñêè óñ-
òîé÷èâàÿ íóëåâàÿ äèíàìèêà, ïî-ñóùåñòâó ÿâëÿåòñÿ ïîèñêîì òàêîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, ïðè äâèæåíèè ïî êîòîðîìó
òðàåêòîðèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, çàìêíóòîé ñîîòâåòñòâóþùèì óïðàâëåíèå,
ñòðåìÿòñÿ ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ. Óïðàâëåíèå çäåñü èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî
äëÿ óäåðæàíèÿ òðàåêòîðèè ñèñòåìû â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè óêàçàí-
íîãî ìíîãîîáðàçèÿ.
Òàêîå óïðàâëåíèå ìîæåò áûòü ïðåäïî÷òèòåëüíåå óïðàâëåíèÿ, ïîëó÷åííîãî

ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëíîé ëèíåàðèçàöèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ óïðàâëåíèåì,
ïîñêîëüêó áàçèðóåòñÿ íà âíóòðåííèõ ñâîéñòâàõ ñèñòåìû.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ 12-07-00329,

ãðàíòà ÐÔÔÈ 10-07-00617, Ïðîãðàììû Ïðåçèäåíòà ÐÔ ïî ãîñóäàðñòâåííîé
ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ãðàíò ÍØ-4144.2010.1) è ôåäåðàëüíîé öå-
ëåâîé ïðîãðàììû <Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé
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For nonlinear dynamical systems with scalar control the equilibrium point sta-
bilization problem is considered using a transformation of the system in a regular
quasicanonical form. Affine systems are investigated which can be transformed to
quasicanonical form with transformability index greater then two, and zero dynam-
ics of affine systems are not asymptotically stable. The virtual outputs method of
stabilizing feedback design is propagated on the above mentioned systems.
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